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CALCULO INTEGRALI 

IN GENERE. 



D e fi n i t i o 1« 
1. 

\^alculus integralis est methodus , ex data differentidlium relOf* 
iione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et operatio^ qua 
hoc praejlatur^ integralio vocari solet. 

Corollarium 1. 

2. Cum igitur calculus diflTerentialis ex data relatione quan* 
titatum variabilium , relationem differentialium inyestigare doceat: 
calculus integralis methodum inversam suppeditat. 

Corollarium 2. 

3. Quemadmodum scilicet in Analysi perpetuo binae opera- 
tiones sibi opponuntur , veluti subtractio additioni ^ divisio multipli* 
cationi , extractio radicum evectioni ad potestates , ita etiam simili 
ratione calculus integralis calculo differentiali opponitur. 

CoroIIarium 3. 

4. Proposita relatione quacunque inter binas quantitates Taria- 
biles X tt y ^ in calculo difTerentiali methodus traditur rationem 
differcntialium dy : dx investigandi : sin autem vicissim ex hac diffe* 
rentialium ratione ipsa quantitatum x ti y relatio sit definienda , 
hoc opus calculo inlcgrali thbuitur. 

1 



2 DE CALCULO INTEGRALI 

S c h o 1 1 o n 1. 

6. In calculo difTerentiali iam notavi, quaestionem de differen- 
tialibus non absolute sed relative esse intelligendam , ita ut, si tf 
fuerit functio quaecunque ipsius rc, non tam ipsum eius differentiale 
3y, quam eius ratio ad differenliale dx sit definienda. Cum enim 
omnia differentialia per se sint nihilo aequalia , quaecunque functio 
y fuerit ipsius x^ semper est dyzziO, neque sic quicquam amplius 
absolute quaeri posset. Verum quaestio ita rite proponi debet, ut 
dum X incrementum capit infinite parvum adeoque evanescens d x^ 
definiatur ratio incremenli functionis y , quod inde capiet , ad istud 
3a?: etsi enim utrumque est ~ 0, tamen ratio certa inter' ea in- 
tercedit , quae in calculo differentiali proprie investigatur. Ita si 

fuerit yzzzxXj in calculo diflTerentiali osienditur esse -^ zil 2 x ^ 

Dftque hanc incrementorum rationem esse veram , nisi incrementum 
^ Xj ex quo d y nascitur , nihilo aequale statuatm% Yerum tamen ^ 
hac vera differentiahum notionc observata , locutiones communes , 
quibus differentialia quasi absolute enunciantur , tolerari possunt , 
dummodo semper in mente saltem ad veritatem refcrantur. Recte 
crgo dicimus, si yzzzxx^ fore ^y ziz 2xdx^ tam etsi falsum non 
esset, si quis diceret ^yznSxdx, vel dyznixdxy quoniam ob 
dx ziz et dy m 0, hae aequalitates aeque subsisterent; sed prima 

soia rationi verae ^- zn 2 x est consentanea. 

O X 

S c h o I i o n 2. 

6. Qucmadmodum calculus differentialis apud Anglos methodus 
fluYionum appellatur , ita calculus integralis ab iis methodus fluxio- 
num inuersa vocari solet , quandoquidem a fluiionibus ad quanti- 
tates fluentes revertitur, Quas enim nos quantitates variabiles vo- 
camus , eas Angli nomine magis idoneo quantitates fluentes vocant^ 
•et earum incrementa infinite parva seu evanescentia fluxiones no- 
minant , ita vt fiuxiones ipsis idem sint , quod nobis differentialia. 
Uaec diversitas loquendi ita iam usu invaluit , ut conciliatio vix 
imquam sit expectanda; equidem Anglos ia formuUs loquendi luben- 



IN GEXERE. S 

ter imltarer, sed signa quibus nos utimur, illorum signis longe an- 
teferenda videntur. Verum cum tot iam libri utraque ratione con- 
scripti prodierint, huiusmodi conclliatio nuUum usum esset habitura. 

D c fi n i t i o 2. 

7- Cum functionis cuiuscunque ipsius x differentiale huiusmodi 
habeat formam X d o; , proposita tali forma difFerentiali X 3 :f , m 
qua X sit functio quaecunque ipsius rc, illa functlo, cuius difFeren- 
tiale est ~ X ^ a? , huius vocatur integrale , ct praefixo signo / 
indicari solet: ita vt y X d a? eam denotet quantitatem variabiiem^ 
cuius differentialc est 1= X d :r. 

Corollarium 1. 

8. Quemadmodum ergo propositae formulae differentialis X3:c 
integrale, seu ea functio ipsius Xj cuius differentiale est :m X d x, 
quae hac scriptura yX ^ o; indicatur, investigari debeat, in calculo 
integrali est explicandum. 

Corollarium 2. 

9. Uti ergo littera 3 signum est diffferentiationis, ita littera 
/ pro signo intcgrationis utimur, sicque haec duo signa sibi mutub 
opponuntur, ct quasi se destruunt: scilicet y d X erit m: X^ quia: 
ca quantitas denotatur cuius differentiale estdXy qtta« oUque esl X% 

Corollarium $• 

10. Cum igitur hanim ipsius x fimtetioiiilni 
s^^ a?*, y (fla — X xy 

differentialia sint 

« 

2 xd X, n a?*"""3 ar, i, r*^* v 
signo integratiotiis / adhibendo, patet fore! 

f^xHx—xx^ fnx^^^dx—x-, /y^^^z^ z=iy\aa — xx) 
unde U6US buius signi clarius per$picitur« 
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S c h o 1 i o n 1. 

1 1 . Hic unica tantum quantitas variabilis in computum in* 
gi^edi vidctur, cum tamen statuamus tam in calculo difTerentiali 
quam intcgrali , semper rationem duorum pluriumve differentialium 
spectari. Verum etsi hic. una tantum quantitas variabilis x apparet| 
tamcn revera duae considef Hntur ; altera enim est ipsa illa functio, 
cuius differentialc sumimus esse X d :r, quae si designetur littera t/, 

crit 3 y zzz X 3 a:, seu g^ nz X , ita ut hic omnino ratio differen- 

Ualium dy:dx proponatur, quae est —X, indcque crit ynz f^doc: 
hoc autem integrale non tam ex ipso differentiali X d :r , quod 
vtique est HZ 0, quam ex eius ratione ad d or inveniri est censen- 
dum. Caeterum hoc signum / vocabulo summae efTcrri solet, quod 
ex conceptu parum idoneo , quo integrale tanquam summa omnium 
differentialium spectatur , est natum; neque maiore iure admitti 
potest, quam vulgo lineae ex punctis constare concipi solent. 

S c h I i on 2. 

12. At calculus integralis multo latius quam ad huiusmodi 
formulas integrandas patet , quae unicam variabilem complectiuttur. 
Quemadmodum enim hic functio unius variabilis x ex data diflferen« 
tialis forma investigatur; ita calculus integralis quoque extendi debet 
ad functiones duarum pluriumve variabilium investigandas , cum re« 
latio quaedam difierentialium fuerit proposita. Deinde calculus in- 
tegralis non solum ad differentialia primi ordinis adstringitur , sed 
etiam praecepta tradere debet , quorum ope functiones tam unius 
quam duarum pluriumve variabilium investigari queant, cum relatio 
quaedam difTerentialium sccundi altiorisve duiusdam ordinis fuerit 
data. Atque hanc ob rem definitionem calculi integralis ita instru« 
ximus, vt omnes huiusmodi investigationes in se complecteretur; dif<^ 
ferentialia enim cuiusque ordinis intelligi debent, et voce relationis, 
quae inter ea proponatur, sum usus, ut latius pateret voce rationis, 
quae tantum duorum differentialium comparationem inJicare videa- 
tur. £x his ergo divisionem calculi integralis constituere poterimus. 



IN GENERE. 5 

Definitio3. 

13. Calculus integralis dividitur in duas partes, quarum prior 
tradit methodum , functionem unius rariabilis inveniendi ex data 
quadam relatione inter eius difTerendalia tam primi quam altiorum 
ordinum. 

Fars autem altera methodum continet, functionem duanun plu- 
riumve variabilium inveniendi , cum reUtio inter eius differcntialia 
sive primi sive altioris cuiusdam gradus fuerit proposita. 

Corollarium 1. 

14. Prout ergo functio ex data differentialium relatione inve* 
nienda , vel vnicam variabilem Complectitur , vcl duas pluresve, 
inde calculus integralis commode in duas partes principales dispes* 
citur, quibus exponendis dttos libros destinamus. 

« 

Corollarium 2. 

15. Semper igitm* calcuius integralis in inventione functionum 
vel unius vel plurium varlabilium rersatur, cum scUicet relatio quae* 
piam inter eius difterentlalia sive altioris cuiuspiam ordinis luerit 
proposita. 

Scholion* 

16. Cum hic primam partem calculi integralis in investiga*» 
tione functionum unlcae variabilis ex data differentialium relatione 
constituamus, plures partes pro numero variabilium functionem in-» 
gredientium constitui debere videatur, ita ut pars secunda functio-- 
nes duarum variabilium, tertia trium, quarta quatuor etc. complec* 
tatur. Verum pro his posterioribus partibus methodus fere eadem 
requiritur, ita ut si inventio functionum duas variabiles involventium 
fuerit in potestatc , via ad eas, quae plures variabiles implicant , 
satis sit' patefacta; unde ihventionem eiusmodi functionum , quae 
duas pluresve variabiles continent , commode coniungimus , indeque 



6 DE CALCULO INTEGRALI 

unicam partem calculi integralis constituimus , posteriori iibro trac- 
tandam. 

Caeternm liaec altera pars iri elementis adhuc nusquam est 
tractata, etiamsi eius usus in Mechanica ac praecipue in doctrina 
fluidorum raaximi sit usus. Quocirca cum in hoc genere praeter 
prima rudimenta vix quicquam sit exploratum, noster secundus liber 
de calculo intcgrali admodum crit sterilis, ac praeter commemora- 
tionem eorum, quae adhuc desiderantur, parura erit expectandum; 
Terum hoc ipsum ad scientiae incrementum multum conferre vide- 
tur^ 

D e fi n i t i o 4. 

17. Uterqiie dc calculo intcgrali liber commode subdividitur 
in partes pro gradu difterentialium, ex quorum reiatione fiinctionem 
<iuaesitam investigari eportet, Ita prima pars versatur in i^latione 
differentia^lium primi gradus, secunda in relatione difTerentialium se- 
cundi gradus , quorsum ctiam dincreutialia altiorum graduum ob 
itenuitatem eorum, quae adhuc sunt investigata, referri possunt« 

C o r o 1 1 a r i u m 4. 

18. Uterque ^rgo liber eonstabit duabus partibus, In quarum 
priore relatio intcr dilTercntialia primi gradus proposita considera- 
bitur, in pastcriore vcio eiusmodi integrationes occmTcnt^ vbi rela- 
tid in.cr diflerentialia secundi altiorumve graduum proponilur* 

C o r ol 1 a riu ra 2. 

i9. Tn primi ergo libri parte prima eiusmodi functio variabi- 
lis X invenienda proponitur , ut posita ca functione — £/t ct 

^"^zzzp^ rclatio quaecunque data inter has tres quaniitates x^ y^^P 

adimpleatur: seu proposita quacunque aequatione inter has ternas 
quantitates , ut indolcs functionis y seu aequatio inter x ei y tan- 
tum, cxclusa /?, eruatur. 
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Corollarinm 3. 

2 0. Postcriorls autem partis primi libri quaestiones ita erunt 

comparatae, ut posito ^^ 'zz. p^ ^ zn <7, ^-mr ctc. si propona- 

tur aequatio quaecunque inter quantitates x^ y, p, 7, r etc. indoles 
funclionis y pex^ pc^ seu aequatio iuter x et t/ cliciatm\ 

S c h o I i o n i. 

21. Quae adhuc in calculo integrali sunt elaborata maximam 
partem ad iibri primi partem primam sunt referenda, in qua exco- 
lenda Geometrae imprimis operam suam coUocarunt: pauca sunt 
quae in parte posteriore sunt praestita, et alter liber, quem secun- 
dum fecimus, etiamnunc fere vacuus cst relictus. Prima autem pars 
libri primi , in qua potissimum nostra tractatio consumetur, denuo 
in plurcs sectiones distinguitur , pro modo relationis , quae inter 

r^ 'V 

quantitates :r, y ti pziz.—^ proponitur. Relatio enim prae cae- 
tcris simplicissima est , quando pziz ~ aequatur functioni cuipiam 

ipsius or, qua posita m X, vt sit ^~X seu ^f/rziXda?; totum 

negotium in integratione formulae difFerentialis X^o: absolvitur: huius 
operationis iam supra mentionem fecimus, quae vulgo sub titulo 
integrationis formularum difFerentialium simplicium, scu unicara varia- 

bilem involvenlium tractari solet. Eodem res rediret^ si p zzi ^^ 

aequaretur functioni ipsius y tantum , quandoquidem quantitates 
X et y ita inter se reciprocantur , ut altera tanquam functio alte- 
rius spectari possit; haec ergo ad sectionem primam referentur. 

5in autem p nz ^^ aequetur expressioni ambas quantitates x et y 

involTcnti, acquatio habetur diflfercntialis huius formae Pdx-^ Q^ynO, 
ubi P et Q sunt expressiones quaecunque ex o;, y et constantibus 
conflatae. Quanquam autem Geometrae multum in huiusmodi aequa- 
tioQum integratione desudarimt^ tamen vix ultra quosdam casus satis 
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particnlares' sunt progressi. Sin autem p magis complicate per 
X et y determinator, ut eius valor explicite exhiberi nequeat, reluti 
si fuerit: 

p^ zzLx xp^ — xyp^x^ — y^ 

ne via quidem constat tentanda, quomodo inde relatio inter x tl y 
inrestigari queat: pauca ergo, quae hic tradere licebit, cum praece* 
dentibua •ecundam aectionem primae partia libri primi occupabunU 
Ita ex universa nostra tractatione magis patebit , quod adhuc ia 
calculo integrali desideretur, quam quid iam sit expeditum, cum hoc 
prae illo ut minima noaedam particula sit spectandum. 

• 

Seholion 2. 

22. Tn singulia partibus , quas enarrayimus, fieri etiam solet, 
ut non soium vna quaedam functio , sed etiam simul plures inve* 
stigentur, ita vt neutra sine reliquls dcfiniri possit, quemadmodum 
in Algebra communi usu venit, ut ad solutionem problematis plures 
incognitae in calculum sint introducendae, quae deinceps per totidem 
acquationes determinentun Yeluti si eiusmodi binae functiones yttz^ 
ipsius X sint inveniendae, nt sit: 

hinc novae subdivisiones nostrae tractationis constitui possent. Ve-* 
rum quia hic ut in Algebra communi totum negotium ad elimina- 
tioncm uniua littera# revocatur, ut dcinceps duae tantum variabiles 
in una aequatione supersint , hinc tractatio non muitiplicanda vi* 
rfetur. 

Scholion 3. 

2^. Tn sccundo llbro calculi integralis , quo functio duarum 
pluriumve variabilium ex data difTercntialium relatione investigatur , 
multo maior quaestionum varictas locum habet. Sit enim z functio 

biuarum variabilium x ti t investiganda, et cum (^p denotet ratio- 
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nem' ejus diffbrentialis ad d x^ si sola x pro rariabili habeatur, at 

Q^ radonem ejns differentialis ad df, si sola t rariabilis sumatur; 

prima pars ejusmodi continebit quaestiones, in quibus certa quaedam 

relatio inter quantitates x, f, z et (^)f ^^) proponitur, et quaes- 

tio huc rtdity ut hinc aequatio inter solas quantiutes Xf t et )s 
cmatur; inde enim qualis z sit functio ipsarum x et t^ patebit. In 

•ecunda p4rte praeter has formulas ^) et ^) etiam istae (^—j J ^ 

(^?yt) ^ ^9fil)* '^ computum ingredientur : quarum significatio 

ita est intelligenda, ut positis prioribus (^rzp et ^^ = 9, ubi 

p et g iterum certae erunt functiones ipsofum x et t^ fujturum 
•it simiii expressionis modo, 

Proposita ergo relatione inter has formuias et praecedentes , simul* 
que ipsas quantitates x^ t et Zy aequatio inter ternas istas quantita* 
tes solas x^ t et z erui debet. Hujusmodi quaestienes frequenter 
conirrunt in Mechanica et Hydraulica, quando motus corporum 
flexibilium et fluidorum indagatur; ex quo maxime est optandum^ ut 
haec altera sectio secundi libri calculi integralis omni cura excola- 
tur. Neque vero opus erit, ut hanc investigationem ad diffferentia* 
lia altiora extendamus, cum nullae adhuc quaestiones suit tractatae^ 
qoae tanta calculi incrementa desidcrent* 

D efin it io 5. 

24. Si functionesy quae in calculo integrali ex relatione diflTe* 
rentialium quaeruntur, algebraice exhiberi nequeanti tum eae vocan« 
tnr transcendentes^ quandoquidem earum ratio yires Aoalyseos com* 
munis transcendit. 

C or ollarinm i. 

^h. Quoties ergo integratio non snccedit, toties fimctio qnae 
pcr integrationem quaeritury pro tranicendente est habenda» Its 

2 
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sr foranla dftftretttiftlis X^a? intcgrfttionfitn non admittitj ejuft int^ 
gtftle, qftodr itft' indictfi soleV /Xsd;a::| eet fanetio transcendent 
ipsin* opiu 

0,0« all a ri uin- 2; 

26. Hinc intelllgitur , si ^y fuerit functio transcendens ipsius ^ 
X. vieissira fore x fuQctionem transcendeniem ipsius y, atque cx 

hko ceiM^ersione no vae ^ functioiiea transcendentes oriuntur« 

■ 

CrO ry> Marium' 3». 

27. Pto Tariis partibus et scctionibus calculi integralis nascunr * 
tur etiam plura genera functionum tranacendentium , quorum adco' 
numerust iu- infinitum exsurgit: unde p^tet, qt(9aita copia.iomnium 
q^antitatum possibilium. nobia adhua sit igaota<v 






S c.h.o l i o n« U 
2'8. Jam ante qnAm^ in Ataalysin infflritbnim penetravimus 

• 

specles quasdam functionum ttanscendentium cognoscere licuit. Pri« 
mam suppeditavit doctrina logarithmorum : si enim y denotet lOga» 
rithmum ipsius x. ut sit y nz Ix^ erit y utique functio transcendens 
ipsjus x^ sicque logarithmi quasi primam speciem functionum trans* 
cendentium constituunt* Deinde cum ex aequatione yn:lx vicissim 
sit X ziz e^ ^ erit x utique etiara functiO' transcendena ipsius y: ac 
tales functiones vocantur exponentiales . Porro autera consideratio 
ftfigulontm aliud genus aperuit : veluti si angulus , cujus sinus est 
2ii: s^ ponatur, n:<p , ut sit (p in Aro. sin. s ^ nullum est* dubiumj 
qnin- ^l-sit functto-transcendens- ipsius s^ et qiBdem infitiitJfbrmtsri 
hincque cum convertendo prodeat 5~sin. CP, erit* etiam sinus ;r 
functio transcendens angulL Cp^ Qiianq^am^ autem hae functiones 
transccndentes sine subsidio calculi integralis sunt agnitae , tamen 
}i|i ips^*quf^i limino calouli tmegpalis ad ess- deducimur: eapumque 
fcidoio^' itiMHbbltf' jam^estf perspc^taj, nt propemodum*- fUnctionibos 



'^g^bi^aicis 'aeeexiseii ^ueant. Quare etiam perpetuo in calculo in* 
' tegrali, qvoties functioncs transcendentcs ibi repertas ad Ipgarittimps 
•Tel ftngulos revoeare iicei, -eas tanquam algebraicas ..apec)jve . «p« 
lemus. 

S c h o l i o n 2. 

« 

29. Cum calculus integralis ex inversione calculi differentiaria 
oriatur, pbriiMe^^c rcliqtrae m^th^&di iilrtrersfie ad niDtkiiim ftovi ge- 

• netis -quantTtatum nbs perducit. Ita si a tyrdne' primorttm- -eltew^n- 
torum nihii praeter notitiam "numerortmi itttegroram positi^^tiftn 
postulcmus, apprehensa additione, statim atque ad opcrationem in- 
▼ersara, subtractionem scilicet, ditcltur,' tiotlonem numerorum negativo* 

« juimf « assequelur. Ikinde tnultipiieatione -tradita^ ,cum .ad di^isionem 
: prQ£i*editur , ibi notfonem fraetionum accipiet. Porro p.QSitqm.m 
/ eyecuoaem ad potes^ates didicerit , si.j per operationem inversaim 

eatr^tionem . radicu(ii suscipiat , quoties ncgotium »on succ^it 1 
^ idefim numerorum iiva^ionaijum adipisoelur , haecque . cpguitio , p^r 

totom . Analysin co(miiiu9cm sufliciens censetur. Simili er^o.jnao^o 

eaiculud integraiis , quatenus , integratio . nfin ^jsucccdit , . ipvum ,nobis 

.CeottS rquantitaium transcendentium aperit. Non enim , ,uti amnuun 

^iflereniialia; exliiberi possunt , ita vici$sim oiunium^difiercntialium 

intAgralia exbil>e4:e Ucet. 

'Scholiorn "3. 

'dO. ^!N^^qtie-'yero^*^latim^ac-pitiiiM)coiwl«a ^in^^;int^ sim 4ib ne t'tK» 
pedienda fuerint initi, functiones quaesitae pro transcendentibus (Mlit 
babendae; fieri cnim .saepe solet , ut int^rale etiam algebraicum 
nonnisi per operationes artificiosas obtlneri queat. Deinde quando 

• fonctio qnae^ka >&drit traDScendena 9 soUicito vi^jkndum est , num 

• ibrte "ad spcGjes illas sinnpiicissimas logarithmorum vel anguioruin 
i-revocari /possit , quo casu solutio algcbraicae esset aequiparanda. 
•.Quod r^i mious 6ucces8evit9 formam tamen simplicissimam functionum 

ti*anscendentium, ad quam quaesitam rcduccrejliceat,. inid^gari .juoifvis-^ 



• • 
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niet. Ad nstnn antem longe commodissimum esti nt valoret fime« 
tionum transcendentium yero proxime eichibentury quem in finem 
insigma pars calculi integralia in investigationem serierum infinit a mm 
impcnditur^ quae ralores earum fijnctionum contineanU 

The ore m a. 

31. Omnes functiones per calculum integralem inyentae sunt 
indeterminatae , ac requirunt determinationem ex natm*a quaestionis» 
oujus solutionem suppeditanti petcndam. 

Demonstratio. 

31. CuA semper infinitae dentur fimctiones, quarum idem ett 
drff erentiale , siquidem functionis P -{- C , quicunque yalor constanti 
C tribuatur, differentiale idem est r=:dP: vicissim etiam proposito 
diflerentiali d Pf integrale est P --h C , ubi pro C quantitatem con* 
•tantem quamcunque ponere licet: nnde patet eam fimctionem, cujus 
differentiale datur = d P , esse indeterminatam , cum quantitatem 
constantem arbitrariam in se inyolvat. Idem etiam eveniat necesse 
est, si fiuctio ex quacunque differentialium relatione sit determinanda, 
semperque complectetur quantitatem constantem arbitrariam , cnjiia 
nullum yestigium in relatione differentialium appamit» Detenmna* 
bitur ergo hujusmodi fimctio per calculum integralem inventa» dom 
#onstanti illi arbitrariae eertus yalor tribuitur, quem semper natura 
"quaestionis » eujos solotio ad illam fimctionem perduxcrat, suppedi- 
«abit 

C or ollarium i. 

32. Si ergo functio y ipsius x ex relatione quapiam differen* 
tialium definitur, per constantem arbitrariam ingressam ita deter« 
minari potest, ut posito x zzz a fiat yznb: quo facto fimctio erit 
determinata, et pro quoyis yalore ipsi x tributo fimctio y determi* 
aatum obtinebit yalorem» 
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Corollarium 2« 

33« Si ex relatione differentialium secvndi grados iimctio y 
definiatttr , binas involTet constantes arbitrariaa , ideoque duplicem 
determinationem admittit , qua effici potest , ut poaito x :na^ non 

aolum y obtineat datum Tftlorem b^ aed etiam ratio || dato Talori 

t fiat aequalia. 

Corollarium 3. 

34. Si y sit functio binarum Tariabilinm x tt t e% telatione 
iium eruta , etiam constantem arbitrariam iuTolTet , cujus 

effici poteriti ut posito f:=ay aequatio inter y et :t 
prodeat data, seu naturam datae cujuspiim cunrae exprimat 

Scholion. 

35. Ista functionum integralium, seu quae per calculum inte* 
gralem aunt inTcntae, determinatio quoTis casu ex natura quaestionia 
tractatae fadle deducitur ; neque uUa difficultate laborat , niai forte 
pr a etcr necessitatem solutio ad differentialia fuerit perducta, cum psr 
Analjrsin communem erui potuisset: quo casu perinde atque in Alge» 
Inrm quasi radices inutiles ingeruntur. Cum autem haec determinatio 
tantum in applicatione ad certos casus instituatur, hic ubi integrandi 
methodum in genere tradimus, integralia in omni amplitudine cona» 
Mmur; ita ut constantes per integrationem ingressae maneant arbi« 
trariae , neque nisi conditio quaedam urgeat , eas determinabimus* 
Caeterum determinatio functionum ipsius x simplicissima est, qns 
tae casu x izz O^ ipsae CTanescentes redduntur. 

Definitio 6, 

36. Integrale completum exhiberi dicitur» quando fhnctio qnae* 
sita omni extensione cum constante arbitraria repraesentatur. Quando 
autem ista constans jam certo modo est determinatai integrale to« 
cari solet pcwticuiare. 
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CAPUT I. 

DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN- 

TIALIUM RATIONALIUM- 

D e fi n i t i 0. 
40. 

X^ ormula dilferentialis rationalis est, qnando variabilis rr, cujus 
functio quaeritur, differentiale dx multiplicatur in functionem ratio- 
nalem ipsius xi seu si X designet fiinctionem rationalem ipsius x , 
haec formula diiTerentialis X d or dicitur rationalis. 

Corollarium 1, 

41. Tn hoc ergo capite ejusmodi functio ipsius x quaeritur, 
quae si ponatur ^, ut J^ aequetur functioni rationali ipsius x seu 

posita taii functione ZZL X, ut sit ^ ~ X. 

Corollarium 2. 

42. Hinc quaeritur ejusmodi functio ipsius x^ cujus difleren* 
tiale sit znX^a;; hujus ergo integrale, quod ita indicari solet 
yX,d Xj praebebit functionem quaesitam. 

Corollarium 3. 

43. Quodsi P fuerit ejusmodi functio ipsius x^ ut ejus difle- 
rentiale dP sit znXdx^ quoniam quantitatis P-4-C idem est diflc- 
rentiale, formulae propositae Xdx integrale completum est P-|-C. 

S c h o 1 i o n 1. 

44. Ad libri primipartem priorem hujusmodi rcferuntur quacs- 
tiones , quibus functiones solius variabiiis Xj ex data diflerentialium 



«* 
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prinu gradns relatione qiiaenintiir. Scilicet ai fanetio qnaeaita z:zzy 
et g^zzip^ id praestari oportet, nt proposita aeqnatione qaaciinque 



inter temas qnantitates ar, y ti p^ inde indoles iunctionis y, seu 
aequatio inter x et y, elisa littera p^ inTeniatur. Quaestio autem 
aic in genere proposita Tires analyseos adeo siqperare yidetnr , ul 
ejus solutio nunquam expectari queat* In casibus igitnr simpUcio* 
ribus yires nostrae sunt ezercendae , inter quos primum occurrit 
casus, quo p functioni cuipiam ipsius x puta X aequatury ut sit 

j^ ~ X, seu d y iz: X d x, ideoque integrale y zzz/lL d x requira- 

tur y in quo primam scctionem collocamus. Yerum et hic casus 
pro yaria indole functionis X latissime patet, ac plurimis diiHcuUa* 
tibus impUcatur: unde in hoc capite ejusmodi tantum quaestiones 
evolyere instituimus, in quibus ista functio X est rationalis: deincepa 
ad iunctiones irrationales atque adeo transcendentes progressurL 



Hinc ista pars commode in duas sectiones subdiyidimr, m quarum 
altera integratio formularum simplicium » quibus p = j| functioni 
tantum ipsius x aequarar , est tradenda, in altera autem rationem 
Imegrandi doceri couTeniet, cum proposita fuerit aequatio quaecun* 
que ipsarum x, y et p. £t cum in his duabus sectionibus, ac po-> 
tissimum priorc, a Geometris phirimum sit elaboratum, eae mazimam 
partem toiius operis complebunt. 

Scholion 2. 

46. Prima autem integrationis principia ex ipso catculo diHe- 
rentiali sunt petenda, perinde ac principia diTisionis ex multipUcatio- 
nei et principia extractionis radicum ex ratione evectionis ad pote-* 
states sumi solent. Cum igitur si quantitas diflerentianda ex phui^ 
bus partibus conatet, ut P+Q-R, ejus dilTerentiale sit dP-+ dQ-dR» 
ita ▼icissim si formula diflerentialis ex pluribus partibus constet, ut 
P3j:-f-Qda>— Rda? , integrate nit f?dx-^ /Qjdx — y*Rdx,singulis sci- 
licet partibus seorsim integrandis. Deinde cum quantitatis oP diflerentia* 
le sit adPf formulae diflerentialis aP^^ integrale erit ayTda:: 



CAPUT I- 2* 

pcr qnam quantitatem conatantem formula dtflerentialis multiplicatiir, 
per eandem integrale multiplicari debet. Ita ai formula diflerentialis 
sit aP9a7-|-6Qda:-4-cRd^f quaecimque functiones ipsius x litteris 
P, Q, R designentur, integrale erit afPdx --^^ h/Q^^dx -^^ c/Kdxi 
ita ut integratio tantum in singulis formulis Pd:r, Qd*^ et Rdj?, sit 
instituenda. Hocque facto insuper adjici debet constans arbitra* 
ria C, ut integrale completum obtineatm*. 

Problema i. 

46. Invenire functionem ipsius x , ut ejtrs diflerentiale sit 
:zi ax dxy seu integrare formulam diflerentialem a x ^ x. 

S o I u t i o. 
Cum potestatis x^ diflerentiale sit mx^'^* ^Xj erit vieissim: 
fmx^^^^dxzzim/x^^^dx^zzx^j idcoque fx^^^^dxiizi^x^. 
Fiat m — 1 zi: n, seu mzrzn-^ 1, erit: 

fx''dx=i'^x'^\ et afx^dxz=-^-x 



Unde formulae diflerentialis propositae a x^dx integrale completum 

erit ^^^ x^^* -+- C, cujus ratio Tel ind? patet, quod ejus difleren* 

tiale revera fit =i ax d x. Atque haec integratio semper locum 
habet, quicunque numerus exponenti n tribuatur, sive positivus sive 
negativus, sive integer sive fractus, sive etiam irrationalis. 

Unicus casns hinc excipitur, quo est exponens n :zr *— i , seu 
-^aec fonnula 2 — f integranda proponitur. Yerum in calculo difle* 
renciali jam ostendimus , si / :r denotet logarithmum h^perbolicum 
ipsius Xj fore ejus diflerentiale = -^; unde vicissim concludimus 

essc f^ zzzlxj et f zz:. al x. Quare adjecta constante arbi* 

£m ZX M^ S^ __ 

traria, erit formulae integrale completum z:zi aloc^CzzJx -^-Ci 

quod etiam pro C ponendo /c, ita exprimitiir lcx^. 



33 CAPUT I. 

Corollarium 1. 

t 

47. Fonnulae ergo diflerentialis asc^x integrale seraper cst 
algebraicum, solo excepto casu quo n~ — l^ et integrale per lo^ 
garithmos exprimitur, qui ad functionis transccndentes sunt referendi. 

ist scilicet / ^* — a Z o? + C — / c o?*, 

Corollarium 2. 

48. Si exponens n numeros positiTOS denotet, sequentes inte- 
g^iationes utpote maxime obviae probe sunt teneiidae: 

/ad^x^nzax-^C; /axdxzzz^^x^C; J^ax^^xzn^x^^C; 
/ax^d:x:ziz^x^^Ci /ax^dxziz^ x^-^C; /ax^dxzzzjX^-^C; ctc. 



4 



Corollarium 3. 
4 9 . Si n sit numerus negativiis, posito n — — m, fit 

unde hi casus simpliciores notentur : 

— a . g^ radx — a % ^ r^^Bx — a 



J X* » ^^' y X» axx »^^' y X* 3x» I ^» 



/'4- = 4=^. + c; / =1^ = ip + c; «c. 

CoroMarium 4. 

6 0. Quin etiam si n denotet numeros fractos, integralia hinc 
ebtinentur. Sit primo nzzz^^ erit • 

/adxy/x^^z^^-xi/x^^^C. 
Unde casus notentur : 

faxxc^xyx-zz. — x^ ^x-\-C\ fax^dxyxzz. — a;*]/ir-(-C; etc. 
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Cot 1 lar ium 6. 



•*■ 



5 1 . Ponatur etiam n = — ^, et habcbitar 



/adx a a X , f, — » " ■ JL,- n ' » 

Unde hi casus notentur : 

f'4^ = 2ay/:.+ C; /i^ = v|-' + C ; . 



I Corollarium- 6. 



• L 



5 2v Si in genere ponamus n — j^, fiet : 

R . iirtJf' 

Ta a? ^ d o: zz: -^ a? 7 -4- C, seu per radi«ili* 



Sitt auteni ponatur n zzz "^^ habebitur : 



\ 



I • t 




X * -f- ^* ^^ P^' radicalia: 



/ 
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l/*'* 
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H- 



S^cHoIlon* f.. 



) 



5^7. Qttanquanr in hoc capite* ftinctlones tantttm rationales 
tractare institueram, tamen istae irratibnalitates tam sponte se *ob-> 
tulerunt , ut perinde ac rationales* tractari' poasin^. ^eterum hinc 
quoque formulae magis complicatae integrari, pQ^ssunt, si pro :i?func* 
tiones alius cujuspiam rariabilis z statuantur» Yeluti si ponamua 

aizizf^gz^. tfii 'dpi^zz.gdz: .quare ai prQ a..sfn?bamu8p h«bebitur;. 
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H 



Cmu autem singulari| quo n ir:; — * 1 ; 
Tum 81 slt n =: — m, fiet : 
Ac posito n zr '', jprodjt: 



f<L 



PosUo autem n — — ^*^, obtinetur. 



?+• 



/ 



W-\-gzy (*' — fX) sr (/H- y »/ 



C. 



Scholion 2. 

« 

64. Caeterum hic insigais proprietas annotari meretnr. Cnm 

liic quaeratur functio y^ ut sit dy=:aa?*da?, si ponamus |^ ~ ^ef^ 

haec habebitur relatio pzzLax ^ ex qua iunctio y investigari debet. 
Quoniam igitur est 



fl ^ 1i-hi 



ob ax zizp^ erit quoque y ziz -^ ^ -r|- C : sicque casum habemua^ 

ubi relatio diflTerentiaiium per aequationem quandam inter x^ y etp 
proponitur , cuique Jam norimus satisfieri per aequationem y ZIZ 

j~;a;"^''4^C. Venim haec non ampliua erit integrale completum 

pro relatioae in aequatione y :zz ^j^ -f- C contenta , sed tantum 

particulare , quoniam integrale illud non inyolTit noram constantem^ 
^uae io relatione diflerentiaU non insit. Integrale autem comple- 
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tum est y ~ — — x^^^ -+• C: novam constantera D involvens: hinc 

cnim fit ^^ zz: aDa?** — p, idcoque y zz: ~^ 4^ C. Etsi hoc non 
ad pracsens institutum pertinet, tamen notasse juvabit. 

Problema 2» 

65. Invenire functionem ipsius x^ cujus differentiale sit znX^a:, 
denotantc X functionem quamcunque rationalem integram ipsius 
a:, seu definirc integrale /Xd x. 

S 1 u t i 0. 

C!um X sit functio rationalis intcgra ipsius a?, in hac forma 
contineatur necessc est: 

X = a + (3a7 + Ya?*-f. 5a?^ ^ ex^ -f. ^x^ + etc. 
unde per problema praecedens integrale quaesitum est 

/Xaa: = C + aa?+|l3a;^+lYa:^+j5a:^+f a?^^ etc. 

Atque in genere si sit X ~ ax + j3a:'^ -f- yx^ + etc. erit 

/Xdx — C^ 5^^^ x^^+^ + ^^ :rM'+« -J- ^^ a^^+-+etc. 

ubi exponentes X, jui, y etc. etiam numeros tam negativos quam 
fractos significare possunt; dummodo notetur , si fuerit X~— 1, 

0W Zj jM^ 

forc / zzz alxy qui est unicus casus ad ordinem transcenden* 

tium referendus. 

P r o bl e m a 3. 

56. Si X denotet functioncm quamcunque rationalem fractam 
ipsius X, methodum describere , cujus ope formuiae X d ^ integrale 
invesUgari conveniat. 

S o 1 u t i o. 

Sit igitur Xm^, ita ut M et N futurae sint functiones in- 

tegrae ipsius x, ac primo dispiciatur , num summa potestas ipsius 
a: in numeratore M tanta sit, vel etiam major quam in denomina* 

4 



36 CAPUT I. 

torc N? quo casu cx fractionc -^ partes intcgrac per divisionem 
eliciantur^ quarum integratio^ cum nihil habeat dilBcultatis ^ totum 

Hff 

negotium reducitur ad ejusmodi fractionem ^^ ^. incujua' numeratorc 

M surcma potestas ipsius x minor sit quam denominatore N. . 

Tum quaerantur omnes (actores ipsius denominatoris N, tam- 
simplices si fuerint rcales, quam. duplices reales, viccm scilicet bi*-^ 
norum simplicium imaginaiiorum gerentes; simulque videndum est, 
utrum hi factorea omnes sint inaequales nec ne? pro factorum enim- 

aequalitate alia modo resolutio fractionis ^ in fractiones. simpliccs 

est instituenda , quandoquidem ex singuUa factoribus fractiones par-^^ 

tiales naacuntur^ quanttn tggr^gatum. firactioni propositae ^^ acqua*^ 

tur. Scilicct cx factorc simplici a-f-Aar nascitur: fractio. — ri—; si 
bini sint acqualcSy. scu dcnominator N« factorem habcat. (a -i- bx)^^ 
hinc nascuntur fractioncs TjjTfi^^ijt ^-Tnrj^r ^^ hujusmodi. autem 
ikctore (a-4-frar>^ hae tres fraciioncs 

et ita porro*. 

Faotor autem dupfex » cujus fonna cst a a -— 2 abx cos. ^ 
•4* d6u ;>% nisi alius ip$i fuerit acquaiiSt dabit fractionem partialem 

i ' - \ r-r\— • si autem denominator N duos hujusmodi fac* 

tiurs Ari|uaics iuvolvat ^ iudc nascumur binac hujusmodi fractioncs 
partiulcs : 

at ii ruhu* adco (.uu — 2abjrco$.^^bbxx)^ fuerit factor de* 
iwuuuaivuis N» ei cv> oriuutur hujusmodi tres fractiones partiales: 



^^ \ -f- n. v > c - 4- D X 

■ Fx 



<i • — * %9 bxc^s.^ '^ bbxx 
tt tU pOltt« 
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M 



Cum igitur hoc modo fractio proposita ^ in omnes suasfrae^ 

tiones simplices fuerit rcsoluta , omnes continebuntur in alterutra 
harum formarum, 



vel ^— vel ^'+-Bx 

ac singulos jam per dx multiplicatos integrari oportct, crit omnium 
horum integralium aggregatum ralor functionis quaesitae yXd x 

Corollarium 1. 

57. Pro integratione ergo omnium bujusmodi formularum 
^03^9 totum ncgotium reducitur ad integrationcm hujusmodi bioa* 
rum formularum: 

(.'-+- 6 x)« ^^ J (4a — ^ubxcos.^-^ bbxx)^^ 

dum pro n succcssive scribuntur numeri l^ 2, 3, 4 etc 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 

68. Ac prioris quidem formae integrale jam supra (53) est 
expeditum, unde patet fore: 

fa^h = 6- ' <;;^+ *^> •+• Const. 
[(T^Txy^ — bj^ir^ •+" Const. 

J (flTnh ^«P ~ ^bJT^bxy^ + Const. 
et generatim: 

J (a^bl^ -~ (71 — 06(a-+-6x")»~ H" ConSt. 

Coroliarium 3. 

6 9. Ad propositum ergo absolvendum nihil aliud supcrcst, 
nisi ut integratio hujus formulae 

r (A-4- Bx)^x 

J (aa — Jia b xcos.^ •^bbxxj'^ 



38 CAPUT I. 

doceatur^t primo quidem casu n m 1 , tum vero casibus n rz: 2 > 
n ~ 3, nzz: 4, etc. 

S c h o I i o n 1. 

6 0. Nisi vellemus imaginaria evitare, totum ncgotium cx jam 
tradilis confici posset: denominatore enim N in omnes suos factores 
simplices resoluto, sive sint reales sive imaginarii, fractio propostta 

semper resolvi poterit in fractiones partiales hujus formac jznm^ ^^' 
*^HJ"S /fl A ^n > quarum integralia cum sint in promptu, totius formae 
^doc integrale habetur. Tum autem non parum molestum foret 
binas partes imaginarias ita conjungere, ut expressio realis resulta- 
ret, quod tamen rei natura absolutc exigit. 

S c h o 1 i o n 2» 

6 1 . Hic utique postulamus , resolutionem cujusque functionis 
integrae in factores nobis concedi, etiamsi algebra neutiquam adhuc 
eo sit perducta, ut haec resolutio actu institui possit. Hoc autem 
in Analjsi ubique postulari solet, ut quo longius progrediamur , ea 
quae retro sunt relicta, etiamsi non satis fuerint cxplorata, tanquam 
cognita assumamus: sufScere scilicet hic potest, omnes factores 
per methodum approximationum quantumvis prope assignari posse. 
Simili modo cum in calculo integrali longius processerimus, integra* 
lia omnium hujusmodi formularum X d x, quaecunque functio ipsius 
X littera X significetur , tanquam cognita spectabimus ; plurimumque 
nobis praestitisse videbimur, si integraiia magi^ abscondita ad eas 
formas reducere valuerimus: atque hoc etiam in usu practico nihil 
turbat , cum vaIox'es talium formularum /Hd Xy quantumvis prope 
assignare liceat , uti in sequentibus ostendemus. Caetcrum ad has 
integrationes , resolutio denominatoris N in suos factores absolute 
est necessaria , propterea quod singuli hi factores in expressionem 
integralis ingrediuntur : paucissimi sunt casus , iique maxime obvii , 
quibus ista resolutione carere possumus: veiuti si proponatur haec 
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formula ^—r^-^j statim pateL posito x^mv. cam abire in ■ . . -^^ 

cujus integrale est - /(1 +f)zi:- /(1 +a;^); ubi resolutione in facto- 

res non fuerat opus. Verum hujusraodi casus per se tam sunt 
perspicuij ut eorum tractatio nuUa peculiari explicatione indlcceat. 

V Problema4*^ 

62. Invenire integrale hujus formulae: 

^ ■~y a a — aa 63CCOS. ^-|-66xx' 

S O 1 U t i O* 

Cum numcrator duabus constet parlibus A^o; -f- Ba^Bo?, haec 
posterior Bxd^x: sequenti modo tolii poterit. Cum sit 

l(aa— 2abx cos. i; -{- bbxa:) = r -'''^^\''''^-+'^^^^^ 

^ ' • J aa — a aoxcos.^-f-6axx ' 

multiplicelur haec aequatio per ^, et a proposita auferatur: sic 
enim prodibit 



B 



(A ^ iii^) a^ 



/^A H ^ — ') (JX 
aa — 2abx€0S.^^bbxx 



ita «t haec tantum formula integrauda supersit. Ponatur brevitati& 
gratia A + — ^— rz C, ut habeatur haec formula: 
c^x 

aa — aa 6 xcos.^^bbxx^ 

qiiae ita exhiberi potest • • 

Cdx ^ 

a a un. ^*-+-(bx — acos.Q^ 

Statuatur bx — a cos. ^ — av sin. ^, hincque dx — ^^^^^: unde 
formula nostra erit: 

/ Cadv sin ^ib , C P dv 

a a sin. ^*" (i -f- o? v) ~" absin. ^J i + vv* 

£x catculo autem differentiali novimus esser 
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/• -l^- r= Arc. tang. v =z Arc. tang. ^'—!""< ^^ 
unde ob C zi: — ±_i££iii^ ^j,jt nostrum integrale 

A 6 -4-> B g cos, j . . r hx — acos,i 

" abbsin.i ^^^- ^^"S- — 7T7Z7~ • 

Quocirca formulae propdsitae ^ „ — « a 6 x ToT: ^ h- fe 6 «» " '"tegrale est: 
^r, ^(«« ■- 2 a6.:cos.<H-63a.x) H-'^^^^ Arc. tang: ^^^^^ 
quod . ut . fiat completum, -constans . arbitraria ;C . insuper - addatur. 

^Corollarium M. 

63. Si ad Arc. tang. 5-?^-=^^-^ addamus ' Arc tang:^^|, quip- 
*- pe qui in constante addenda contentus concipiatur, ^ prodibit iArc. 
tang. ■ ^^ji^? sicque habebimus: 

a — b X cos, ^' * 

adjecta. constante C. 

rCorolIarium :2. 

e 

6 4. Si velimus ut integrale hoc evanescat^ ^ posito rrTzr^/ 

D 

constans C sumi debet.zz — -y^ ^ a a, - sicque fiet: 

r f A H- B x) 9 g V R f V (■ a -^ a a 6 ycpy' ^ >f. 5 5 xx) 

. J aa-^^ku b X co^. 4 -I- hh XX ~" 66 .. a 

•H . . 3 ^ Arc; tang. r — ^— ;. 

* a 6 6 i/u. ^ ^ 'C — b x cos. ^ 

Pcndet crgo hoc inlcgrale partim-a logarithmis, partim abr^arcubus 
rircularibus scu angulis. 

* C o r o 1 1 a r i um i3. 
6 5. Si liltcra B cvanescat , pars . a logarithmis 'pendcns era- 

/• ^JJ— — —^ — Arc. tane. ^^^^'"-^ 

J a a '- 2 a h X os.^ -f-b h xx a hsin.^ * «' a — b x coTT^ 

k\rt\\ic. pcr solum anguluiu definitur. 
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C o r 1 1 a T i u m - 4. - 

66. Si angulus -^ sit rectus,. ideoque cos.^nz 0, etsin.^^— 1, 
liabebitur: 

J .aa'+'bbxx bb a - * ab . & a * 

Si ai^ulus ^ sit 60^, ideoque cos* ^ i=i | et sin. ^ — —-, erit: 

f ^^-^Bx^^x BjV(aa^ahx + bhxjc) ^^HBa ^^^^ tang.. J^^^. 

J a^ — aox.i-b-bxx' bb ^ fl- * q66/3 o ao^— 6* 

At si^ ^ zz: t 2ii^, ideoque cos. ^ — — | et sin.. ^ — -^ erit: 

/(\j4-Bj05ac h t V^aa-^-abx-Jfhhxx) , ^Kb-^ Bi . ^ ^1_ 

ai-^abXTOb^x — bb ^ T^ ' "» abbV5 J^^ ^* ''^"S- ^a -fbx* 

Sxhi)lion^- 1/- 

6 7.' Oranino - hic^notatu* dignum ^ evenit , quod casu '^ nz 0, 
qua^i denominator- aa-^— 2 afij: -+-*66a:a7 fit- qu^dratum, ratio anguli 
ex integrali discedat.'- Posito enim . angulo ^ infiniie parvo , erit 

cos;-^ iri-1 >et sin^^ ::ii.^; unde pars logarithmica fit ^/ ^"^ * , et 
altera^ ptirs : ' 

^±A?Arc tane ^^^ _ (A5.4-Ba )x - 

b X ^ 

quia ^ arcus infinite ^ parvi ^— ^rj. tangens ipsi^ cst aequalis ,' sicque 
baccparg fit- algebraica. Quocirca crit '■ 

J. (a — oxj". d6.> a ' a D (c — 6xJ ' 

cujustveritas ex praecedentibus est manifesta: est enim ^ 

A -^Bx ^ B ' , A 6-+*Ra 

(a -— 6 »)», ^ 6 (a — 6x) "*" ^ (a — 6 *)•• 

Jam ' vero est 

J h-(a--:b^) — rb^v'-'^^^^bb^^ — rb^~-> 

r (\ 6 + Bt) ^ x A6 -f-B aj (A 6 >-H B a) (A 6 ^ a) x 

y V(a — 6x)* 66(a— 6x). a66 a6(a — 6x)» 

siquidem utraque integratio iia deterrainetur ut, -casu a;~0, inte* 
gralia evanescant. 
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S c.h o 1 i o n 2. 

6 3. Simili modo, quo hic usi sumus , si in formula differen* 

tiali fracta -^ , summa potestas ipsius a:, in numeratore M , uno 

gradu minor sit quam in denominatore N, etiam i$ terminus toUi 
poterit. Sit enim 

M = Aa7»-« + Ba;«-«-}-C^«-^4- etc. et 
N m ax^ ^^x^^ + yx^-^ -j- etc. 



ac ponatur —^ — 3y; Cum jam sit 



quo valoro inde subtracto remanebit: 
Quare si brevitatis gratia ponatur: 

obtincbitur: 



//a •' a 3?«+ |3ic"— ' H- Y«"~'-t- 5x»-'-l- etc. 

IIoc igitur modo omnes formulae difTerentiales fractae eo reduci 
possutit, ut summa potestas ipsius x in numeratore duobus pluribus- 
ve gradibus minor sit guam in denominatore. 



Pjt b 1 e m a 5. 



60. Formuiam mtcgralem / ^^^ _ ^^^^ cos. <+ ^^x^^-^- 
u(l nlinm similcm reducere, ubi potestas denominatoris sit uno gra- 
ilii inrcrior. 
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S 1 u t i o, 

'flit brevitatis ^ratia aa — 2abx cos- ^ •+• 6 6a?a? r^ X , ao 

.ponatnr J ^. ^ =y- V"™ ob ^X ~ — 2ahdxcos. ^ 

2bbxdx. ^lt: 

<Crf-Da? ;n(C -4-T)a^3X . D.3« 



^ 




'-ideoqiie : 



»Cj-}-Dar ^ gwft (C4-Da:){acog^ — bx)dx , /.D^jb 



Jiabebimus : 



^ ^a:[AH.2nC<^ftco8;^-HrCB-f.2yyDaftc( 



^y X* • 

jjam iiv formula priori litterae fC ct.D ka ^definiantar, ^vnumer^ 
,tor per X fiat diyisibilia. Oportet ergo sit 1=:^ JnQXdar, und» 
nanciscimtir: 

A -f. 2nfCa6 cos. ^ n:: -— 2H^a(a, et 

B-f- 2nDa6.co8- ^r^ 2nCbb — 4 /iJ> a 6 |?9a. ^, 

•eu B — 2nC6ft — 2nPa6/:os. 2^; JwcqiiQ 
'^nua — T — — > — • 

At ex priori conditione est 

2nDa zn ^ ^, quibus f^equatis fiu 

Ba^- A6 cos. ^ — 2nCabb sin. ^ ~ 0, seu 



B — 2nC^fr — ° •ff'*'<*-r'i''-^^^fo**i ^\bc9f.^^acpt^ 

^ tnt reperiatnr D = riririS")»- ^*^™^ ^'^iSO ^itteris 
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v> L CH^BJf ^^r— anl>d« i_ rBd« .^ ,^ ■ /\ nT^*- 

S/ H- -^^xsr- 3:=; — xn h/ -x»r — *- (2 n — f ) Dy 3^^. 

ideoque 

(A4.B:r)aa? _C_D:r ^z-^X 



1) (A 6 ■!-• B g 

a n aab^in.^^ 
Bx 



(a n — 1) (A 6 -f- B o^or^ rdx 



Quare si formula y*|^ constet, etiam integrale hoc 
•♦. / ^ "tayr— assignari polerit. 

C o r 1 1 ar ium 1. 

^ ^ ... ^ 

. '70, Cum igilur inanente 

X zr aa, — 2 abx cos. ^ -^ bbxx^ 6t 

f^ — -r^—j» 'A^c. tang. ;; — T^r~j-+- Const. erft: 

. . riA •+•'*• ^Dd"* .^ — B aTr-— Air6co5.^-4-rA5 6-4-Ba^co;.^x 
J X^ staabb sin.^^X 

-4 IT^ • — yr- Arc. tang. t ^-3 -4-. Const. 

Ideoque poslto B = et A = 1 ; fiet 

y X« saadnii. f«X^aa»6sin.^» ^^^- "°S- a-6«coj.^^^ i-OnSU 

Integrale ergo J ^ ^x* * logarithmos non inTolrit. 

Corollarium 2. 
7 1 . Hinc ergo cum sit : - 

rdx — ^aeo^.^-^Bx . 5 rdx , p , 

y X' 4aa65iii.^».X» ^ 4.a os jn.f*; X» » ^^"«* 

erit iilum valorem substituendo : 



J^dx — acos.^^b x . 3( — acog.^-f-6 x) 
X» — 4aa6sin.^»X* "< a .^a^dsm^*. X 

^ Lil_Arc tantr ^^^''^•^ 

Hincque porro concluditur : 
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Coroliarium 3. 



72, SIc ulterius progredlendo , omnium hujuamodi formulania 
integralia obtinebuntur : 

/ dx rdx fdx rdx . 
X ' 7 X*' J X»» y X*' ^'•^* 

quorum primum arcu circulari solo exprimitur i reliqua rero prae- 

terca partes algebraicas continent. 

S c fa I i o n. 

73. Sufficit autcm integralia y ^^ - nosse , quia formuta 



^{X^J^B x)dx 
J ytm^I facile eo reducitm- : ita enim repraesehtari potest 

1 ^2Abbdx^ 2Bbbxdx — 2Babdxcos.^'-^2Babdx cos.^ 
quae ob 2&&ardj7— 2 afrdxcos.^ iirdX, abit in haac 



1 ^BdX 1 ^(A6-f- Ba cos. 4^da? 



2 66'^ X*+' • b -^ X«-+-' 

At /*r7— I— — — — ^7mf ^nde habebitur: 



(k^Bx) dx — B A6-f-Bacos. ^ ^ dx 

J xS=Fi 2nbbl^ ^ \ l '' X*^^' 

S X 

unde tantura opus est nosse integralia y* . ^, quac modo exhibui- 

mus« Atque haec sunt omnia subsidia quibus indigemus ad omnes 

IVf 

formulas fracta^ n ^^ integrandas» dummodo M et N sunt functio* 



«• 
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Ex^mpLvim 2. 

77. Proposita formula differmtiali -— , siquidi 



ponens m — 1 minor sit quam n, integrale definire. 

In capite ultimo Institut. Calculi DiflTerential. invenimas fractio* 

nes simplices, in quas haec fractio ; resolritur^ sumto it pr# 

mensura duorum angulorum rectorum , in hac forma generali con- 
tineri : 

2 siii ilin.'l5 8i„. ^(^*--0^ _ 2 cos. ^^^'*^'>^ (o: - cos. ^^^^'^'^ 

n n n n » / 

n(l — 2a?cos.^2i~^ + ^^) 

ubi pro k successive oranes numeros 1, 2, 3, etc. substitui conve- 
nit, quuad 2k — 1 numerum n superare incipiat. Hac ergo forma 
in ^x ducta, et cum generali nostra 

i^.^,^^L^ comparata, fit 



•• 



fia — a ahxcat.^-^^ bb xx 

A — -sm.^ ^sm. ■ ■ ^ — H^^^s.^^ — — ^cos. — ^ — - — ^: 

n n n ' n » n 

-.^», A . a (m — (a fc — i) ir ^^ 

seu A~ — cos. ^ — — , et 

n n ' 

B=z — - cos. ^('*-0'^ unde fit 

n n ' 

• Ab -4- Bacos. <; rz: — sm. ^ — —^ sm. — ^ — - — ^: 

' ^ n n n 

ac propterea hujus partis integrale erit — 

^l,cos. ^^^*7'^^ /|/(t — 2 a^ cos. ^"^^^ -l^ xo:) 

4^ L. ain. ^{-^-^)^ Arc. tang. ^ /];. \w- 

^» * ^ 1 —xcos.^^^^^ 



Ac si n numerus impar, praeterea accedit fractio ;^,.p^ cujua 



integrale est ^ — /(14-^): ubi signum superius valet, si m impar, 
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kiferius vefo, fci m par\ Quocirca intcgrale quaesitum y--^ • 

aequenti inodo exprimetur : ' . ' 

~ -^ co8| ~- /|/( 1 — 2a:co8.~-f-a'a7)-4--^sin.— Arc. tang. • 



X sm. - 

n 
1 X cos. - 

n 



57r 

. " ^ ' oc sm. 

-^co8.?5?7i^(l — 2a:co8.??-f-a^r)-f--8m.?^Arc. tang. 

H J Tl ' H . H 11, ^ 



i — :rcos»— 

m, 



^ sm. "~~ 
^coa^~//(l— 2a;co8.^H-JKr)-f.^sin.-^Arc.tang. ' " 



^cos.^/V^(l -r-fl^rcos.^rf *«)-H vsin.^l^Arc. taog. 



6 ir 

4 — X'C0S. 

n 

X sm. — 

n 

1 — arCOS."^ 



ctc. 



secundum nuitieros impares Ipso n minorcs, sicque totum olb^iiietur 
intcgralc si n iuerit numerus par; sin autem n sit numerus impar, 

insupcr accedit haec pars.^ ^ / (1 -[- a;), ptout. ni sit numerus 
Ycl impar vel par: unde si mznl, accedit insuper -|- -^/(l-H*^)* 



Corollariuni 1. 



A 



78. Sumamus m— 1, ut habeatur forma / 731-31 > ^* P?t> 
riia caaibus ipsius n adipiscimur: 

I. /--^ = / Cl -t- ar) 
•^ i-Ha7 

II. /* a = Arc. tang x 

^ ax ijr / w w * ^"^* T 
m. / 5--fcos.3-//(l-2a:co8.y-*-xa?)-f «sin.— Arctang. ; 
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T sin ^ 



djn 






I -xcos ^ 
4 




-|cos.^/}/(l — ^^2arco8. J-i-a;x)-4-|8in.^Aixt.taiig. 



:r sin. 



)^08.^//(l- 

\-Hf/(I-Ha:) 



i— :rcos - 

Sir Sw ^ 810. •r 

2XC08.-T— «-a:j;)-i-j8inl^Arc.tang % ■ 

I-^TCUS. ^ 



«• «in.-j 



- Jco8;* //( 1 — ;^co<f 5 -H5f Jf) +f8iBi' j Arc.tang^ ~ 



ycosjr 

3*« 



^▼J- fThsP ;-|co8.?//< l-2xco8.?7+*X)-^|8in.?Arc.tang — -^s, 

S-t^ 1 .. I — JTCOS. ^- 

l ^|C08.^//<1- iJfces.2^-hjf*)-f fcin.7Arc;tang -^- -^ 

Coroltarium 2. 

■ « • . 

79. .Loco .sinuum et «cosinuum valores , ubi xommode fieri 
jpntesti subsUtuendo, .obtincmus: 

/jif. =-^//(i -XH-JfJf)H-;l5Arc.tang.^»+|/(l^.*5> 

•Ctt 

f 74-? = \ ' TTnrx+^ -»- 7, Arc. tang. ~ . 
Demde ob iin. r- n: cos. ^ — ^^ — *'"* "a — "^ *^"'* "4"» ^' 

/• * * — -4- -^ ,S^( -t-xi/i.4 -«x) ^ . jo;'^;^ 



i-t«* "~" .v a y ( i — «•»•4-**) 

ilBm ,Tcro 



/TiT* — nT» 'y(»-„^3H:«c) -*- 1 Arcung. ^ir^;^^^^*. 
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Exemplum 3u 



80» Proposita formula differailkiSl -^, siquidem ex^ 

t — ;r* 

ponens m '-* i sit minor quam n, ejus inlegrale dejinire. 

Functionis fraetae li J**''^> ^^ factore quocnnque oriunda^ 

kac forma eontinetur: 

2 8in. sm. 2 cos. (.r — cos. ) 

n II yi N n / 

71 (l — 2a7cos. ^-+-a;:r) 
quae cum forma nostra aA^^ah x cl^^^-^bbxx ^o^paraU, datrt=:f, 






a^^JT ._ amfcir . a «fcir smk^n' 



— - sm. -— sm. \ — cos. — cos. 

n n n ' n • n .. 

B__ a 9 m ft TT 1 • 

zn — • - C08. — ^ — : hmcque 

A6 -+. Ba cos. 2; = - sin. 1^^ sm.^^-^. 
£x quo integrale hinc oriundum erit = 

a alrmir. //. ^ afcir t \ 

afc« 
. a . afemir . ^ 3? Sm. — 

•4- -- sm. -— — Arc. tang. !L_ • 

1 — a;cos. — - 

ubi pro k successive omnes numeri 0, 1, 2, 3, etc. substitui de- 
bent, quamdiu 2k non superat n. At casu /c = fit integralis 

pars iz: — -/(1 — oc): et quando n est numerus par, ultima pars 

oritur ex 2 /c rz: n, quae ergo erit 

— —^cos. mTr/ ]/ (1 -h 2a: +a:j:) :zi — ^^^ ^ /(!-+- ^): 
crgo si m est par , erit cos. m tt nz •+- 1 , at si m impar , fit 

cos. m TT :::i — 1 . Quocirca intcgraie / ^ , hoc modo cxpn- 

milur : 



43 CAPUT r.i 

— ^ C08. 2^//(l — 2arco8. !^-4- a73r> 

a? sin« — 
— 8in. — — Acc. tang. 



i — — X C08. — 



_ .•- cos. i^ / j/ (1 ^ 20? cos. ^^xxy 



n 

-|- j- sin. *- — Arc. tang. — " 



Air 

t — :r cos« V 

n 

?r C08. 5JJ3 r^ (1- _ 2-r cos. ^^ -f- «a?) 

j? sin. — ^ 

SiTTr A n 



-f* — 8in. — - Arc. tang. 



1 — a? cos. --- 



tto. 



C or oiraxrvm^ 



81. Sit mrm , ct fH-o H TOcccssiv* nmneri i, 2; 3, etr. 
fubstituantur, ut namnscaoua* sequentes integrationes : 

1 — a? 

9 aj ( — ^/(1 — ») — |cos.|/7r//(4: — 5xcoi.| T-f.a?a?> 
*"• / *~*»^/ -f. 1 «i».*7r Arc. ttoig; ■ ^ *'"' ^ "^ 

* 1 X CO8. I TT 

— i/(l —«) — J co8.|7r//ci ~ 2a;co«/Tr-f-a?a?> 






X «m. ■ it 



1 — a? co». \ it 
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TT 
:r COS. i T 




? sin. Itt Arc. tanjr. ^ 

^ ^ ^ 1 — o; 005 ^ 

f C08.|7r//(1 ^2xC0S.^lt-\-XT) 

a 8in. f TT Arc. tang. — ^ 

* * 1 — X C03. 1 ir 

J/(l — *) — |W8.|7r/}/(l — 2a:co8.|7r-f-a:a:) 



rr sin. J TT 
o 



:^ ^ I . •+• l^^n. l7r Arc. ttng. - 



J /(1 -+-35) •— Jcoa.|7r//(l — -^arcoa.lTr-h^^) 

-4- 1 am. jTr Arc. tang. 2 — - — 

^ • * ^ 1 — a? COS. I TT 

Exemplttm 4. 

«2. [ProposUa fbrmula difftrenliali ^ ■ ■« ; ^ 

-exiftenle > m ~ 1 , §/ii^ integrale definire. 

Ex exemplo 2^ {Mitet, integi^iia partem quamcnnque in gene^ 
tre ease, sumto i pro numero quocunque impane boh mi^ore quam n^ 

^ i.^oa. ^ / 1/(1 — 2 a? co8. i^ 4- a:x) 



-4- l^ fiin. ^-—^ Arq. tang. 



a: am. — 
1» 

1 — a? CO8.— 

11 



— coa. ^ ^ ^ ^y (1 — 2«rcos. — ^xx) 



H^ i- aio. "^" n " ^ Arc tang. 



:r ain. — 

n 

1 — x cos. — 

n 



Verttm eat 
coa. "^ ^ ^ z:: coa. (tTr — ~;rj ~ — ^^^' IT^ ^ 



sm. 



I (n — m) fr • /. f r» irv ,_ i • f m w 



8iB.(i7r — ~0=:4-»in- 



iiinde partea logarithmicM te deatiueat, eritque pars integralis 11 
'gcnercy 



•• 
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-f 1 sin. i^ Arc. tang. 



ar 8in. '-^ 

iir 
— orcos. — 



Ponatur commoditatis erga angulus ~ ~ (o, critque 

/ _ ^ — ^ -'^.sm. mo) Arc. tang. 

~- sm. 3 mo) Arc^ tang. — 

-4- ^ sm. 5 moi) Arc. tang. — ^- 



/ 



-+-1 sin. imco Arc. tang. -^'-'^>-: 

sumto pro i maximo nwnero impare, expon^ntem n non exctdente. 
Si ipse numeims n sit impar^ pars ex positione i ~ n oriunda ^ ob 

sin^ mTT izi: 0, evaaeMet. Notetiu: ergo , hic totum integrale per 
meros angulos exprimi* 

Corollarium. 

83. SimiH modo sequens integraFe elicitur, ubi soli logarithml 
jrelinquentur, manente ~ rz: o) : 

f- — _, ^ ~ — ^ ^^^* '^^w/i/Cl — 2a?co8. co-+-ara?) 

— ^ cos.3mw/)/(l — 2j?co8.3a)-f-ara?) 

— ^-cos.6ma)/}/(l — 2a:cos. 5 co + xa:) 



— ~- cos. i m(i)ly/(i — 2xcos.i(»i^xa0: 
donec scilicet numcrus irop^r i non superet exponentem n. 
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£xemptuni.&. 

(cc^ — '— ^'^ — ^ — *) 5^ 

84. PFOposita Jbrmula diff^erentiah ;^ ; 

1 " ■ 3/ 

existente n > ixi""^ 1 ; ejus integraTe dejinire. 

. Ex exempro 3^* integrall^ pafs quaecunque concluditur, siqui- 
deni. breyitatis gratia ^ =: o) statuamus: 

— — C08. 2^m w/y^(l — • 2x cos. 2A:co -4- cra;) 

r X sin 'tk io 



H- ^ sin. *2 it rfPoJ' Atc. tang. i^ 



XCOS. Jikbi 



-f^ ^ C08. 2 fc (n — - m) 0) /}/ (1 -r- 2 ;r cos. 2k(^ -^ xx) 

~ -- sin. 2 A (n — m) 0) Arc. tang. --— — r— . 

At est: 

co8.2X:(n — m) o) zz cos. (2 S tt — 2A:m(o) — pos. 2 kma^^ et 
$ii3.«2lt<n — m>(Mrii9in. (2**7^ — 2^mea>r:z— sin. 2Xrma) : 

iinde ista pars generalis abit in: ~ sin. 2 A^ m o) Arc. tang. ^ ^ ^^"^^ ^ ^ ^ 
Qtiarc hinc rsca.jntegratio colligitur: 



•" ~ -J« !t 8in. 2 m (I) Arc. tanc. 

+ ^ sin. 4 m « Arc. tang. -J^^- 

■ n ^ I — XC05.4W 

-f- ^^ sin. 6 m ca Arc. tane. ^, 

' n ^ 1 — XC0S.6W 

etc. 

numeris parlbus tamdiu asccndendo , quoad exponentem n non 8U«* 
perent.. 

G r o 1 i a r i u m. 



. . 



8&. ladidem etiam haec integratM absolyitur , manente 
— =:oa: 



•46 CAPm %, 

/ r^rp =-4/(1-:.* 

«te- 
0bt etiam immeri pares non ultr» tennmav n jRmt coQtimivndl. 

«6,. PropatUa /bmuila 0Jf!trtiUia& oyz;z ,— -■■ "'" 1 " « 

^ui iniegrale Utvenire. 

FunctLU fracu |ier dx affect^ aeenndnm deneminatoris factoret 

••t » ' ' . ' -« '- , qnae jn h«» firactionea. jfi^plice» 

xeaolTitur : 

*' a:'"^^ 4(l-i-x)' 8(l-Kr) BCl-a;)'*"!^!^^ ^ d jc* 
imde per inte^fttionem elicdtur: 

y~- iP-»'i+'*-+i(r;^) -!'(' +-)-j'(* — > 

H- 1 / (1 -f- ara;) + \ Arc. tang. a:, 
^ae eiqiressio in Iianc formam transmntatur 

*=C-it^-''-±^ + S'7±j|-HjArc.ung... 

S c h u 1 i o tt. 

87* Hoo iptnr eapal ita pertBaetare licuic, nt nihil ampHus 
in hec genere desiderari possit. Qooties ergo ejusmodi functio y 
ipslus X qaaevibir, nt ^ aeqtiecur functioni rationaK ipsius ar, toUes 
latqprftti» luUl Aabet dif9cvlt«ti«b Jiitt forle ad denominatoris singa* 



•r. . ' ■ ■ - ■ ' - ' . , . *\ 



CAPtJT t. 47 



ioa IkctMes elicteiido8 Algebrae praecepta non Mlficiant: rerum tum 
dlefectus ipsi Algebrae , tton Tero 'aetbodo integrandi , quam hic 
tractamoty eat tribuenditt. DlSindb 6dam potlsaimum notai*i conve- 

tii^ semper , cum |^ fun^tionl rationali ipsius a; aequaie ponitur p, 

Ibnctionein' y^ nisi sit algebraica , alias qaantitatea transcendbntes^ 
aon iii^oitere pra^ei^ lojgtiMmxm tt wlgidOK ii>i i^ifidJEJni b^rran* 
dtnm esty lUc perpetuo logariyimoa kyperbolicos inteliigi oportere ^- 

enm ipsiuS Ix diflerentiale non sit ::= -^, nisi logarithmus hyperbo- 

* lieHs ^matur: at horum reductio ad Yulgares est faciltima , ita ut 
kiDc applicatio calculi ad praxin' nulii impedimento sit obnoxia* 

Quare progrcdiamur ad eos eiMis y quibus formula ^ functioni^ 

krationadi ipsins a: aequatury ^i quidem prfatio orotandunv {eat| xgdih 
ties ista fumftio per idoneam substitutionem ad rationalitatem perduci 
poterity casum ad hqc caput revolvi. Veluti si fuerit djf 

3 

^i^y/x—y/xa)dx i; , ^i :v 

ip-^ ^ eYidcns est, ponendo a^zzsz^ unde Si d^ 



i -^y/x 
tz^^ fere 

i-^zz ' ^ 

«nde integrale 
et restitnto Talore 

s 
-j^ 6 Arc. tiang. /a? Hf" C. 







CAPUt n. 

DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN- 

TIALIUM ^RRATIONALIUM. 

Problema 6. 
88. 

1 roposita formula differentiali 3y zr y^(a^&x-\-yxx) '» ^i"® "^*^ 
grale inyenire. 

% 

m 

S o 1 u t i o. 

Qnantitat a ^^x^y xx^ rel habet duos factores rea|ea 
Tel 8ecu8. 

I. Priori casu formula proposita erit hujusmodi dy ~ 

S X 

Ji -i-i>^\V^_L_^ V Statuatur ad irraticMialitatem toiiendam 

^ (a -+- hx) (/4- gra?) zn (a -f- hxf zz^ 
erit rc~^^^*, ideoque 

8i Utterae 6 et ^ pahbus signis aunt aflectae , integrale per ioga^ 
ritiimos, sin autem signis disparibus, per angulos exprimetur» 



II. Fosteriori casu habebimus d^ 



d X 



Statuatur 






bhxx — 2 ahx cos. ^-f- «« — (6ar — az)^, erit 
— ^^acos.^fn-a— — ^hxz-^azz et a?~ /* (» — «^g) 



CAPiJT: n^ 



4» 



At ett 



a» 



h (c#i. ^ — «) 



rnrv «t y 



^ / (C08. ^ — Z). 



ergo 









^ »\ 



. i^ . :l 



y~j7[— a608.^-4-fta7-t-}/(aa — 2a6a?cM.^+6&j?^)}+C.' ^ 



Corollarium 1. 



-.*K' > i?i>f'SI 



19. Ca8a8 ultinius tatius p^tet » ' iet • ad fonnalaiii dy:^ 
^(a + ltx+ ^^96 X) » ' ^cco^^^^^<^^ poteat, . 4iimmoik> fuertt -y iqpiaiitfiUui 
positiTa: namque ob bzi^yy et a cos, ^ r::z jy^ , oritur, 

y=.^l l^-»- 37}/^ -^- / (« -^ P« -^.yxofy^ ^ <I #ett : ^ 
y = ^ / [i 3 H- ya? -♦- /y (a -h pa; h- yxx)"] -t- C. 



» » 



C r oU arium 2. 



■ ■ ■ • . > 



j. . 



^Or. fro casu priori crnn $it 






/ rRT, — 7Ti A'^- **"g- IT' 
h«bebimu« hos casus: 



r a« . _i_ y •g(fl^6«>+-/K/'4-i«) 1 p 

f a* 1 7 •gf^*— aH-yt(/ +gx) , p 

/ ^(to— 4)(/4-^) "— V » » * «/i»r Aaa^o WVM VljImI "r" ^ 

y(6»-^.Xj»-/} - 



• 2.'.'V. • 






A*-««^ 



■■ « I Vg(fcy— a)-Hyt(ga>-/) I n 
>^ * ff yI(A«^a)— /6(£»— /> ^ ^ 

V»'» ' y«^*^>-v>(>^) ^ 

7 



r* ■ 
• < ^ 



. ■ ' . " . .w , 




f 9x • 1^^ #_- Vh(gM—f) 

/ TZrrnn?^ — vTi ^^- *"8- TTC^^^TO 

Corollariuni 3. 

91. Hamm §ez integrationum quatnor pribrea 
CteolL 1« conlinentnr^ binae autem postremac in 

af=z<t, ag — b/zz^, bgzzy^ 
mide coUigitur 

, = 5^ A«. taig. •''T%t.?vr^"^ 

A aeilMit iHe areui dnptieetnr. Per coeinnm antma erik 

y = ^- Afc- eos. 7^^?^ tJ "^ ^^ 
evjul ireritae ea differentiatione patet. 

9ch ol i o n 1. 

93. Ex sotutione hujus problcmatis pafef etiam, hanc formn« 
lam latiui patcntcm rri — . \^' ^ -z—xt ^i ^ fuerit fimctio rationalia 
quaecunquc ipiiui x^ per praccepta capitis praecedentis integrari 
poaac. Inti'oducta enim loco a: variabili z^ qua ibmuila radicalia 
rationalia rcddilur, ctiam X abibit in functionea rati<matem ipsiua 
s. Idem adhuc generalius locum habct, si posito yCo^-i-^-^yxxyzzu^ 
fuerit X functio quaecunque ralionalis binarum qnantitetam :r et m, 
tum enim pcr •ubstitutionem adhibitam, quia tam pro x quam pro 
u formulae ralionalea ipaius z scribunlur, prodibit formula diflerentialia 
rationalis. Hoe idem etiam ita enunciari potcat^ ut djcamui, formulae 
Hdx^ ai ftmctio Xnullam aliam irrationalem praeter /(aH-^-i-«yarx) 
inToivat, intearale aMignari poase, propterea quod ea, ope substi* 
«tttionif , in fbmwlaBh jdiiinrycntiatem rationalem trawfbnaarr potest 




S c h o li 0X1 2. 

93. Proposita autem formula differentiali qnacunque irrationali, 
mirte omnia yidendum est, num ea ope cujuapiam •ubatitiitibnis iii 
liutiraiilQm tranaformari possit? quod si sqccedat, integratia |>er prae« 
eepta capitis praecedentis absolri poterit: unde simul intelligitur, mtt^ 
gralc' Hvi! sit a1gd>rmicum , aVas qmntitates tranacendentea aoQ ipyol* 
rmc {meter logarithmos et angulos*^ Quodsi autem nuUa substitutio 
«d hpcidQQea joyeniri possit, ab integrationis labore est desi^teiidmii^ 
quandoqui/dem integrale neque algebraice neque pet logarithmok HA aligtt» 
los exprimere yalemus. Yeluti si Xda? foerit ejusmodi formulii diffefe<itffl^ 
lis, quae nuUo pacto ad ratioaalita^em redupi qiyeat, ejus integrale /Xdx 
ad ^oyum genus functionum transcendentium erit referendum, in quo 
nihil aliu^ nobis relinquitur, nisi tit ejfts yalorem yero ^roxiiie asst* 

- gpare eoMmur. di^\ffio^^»^Ui/k, n^yo geoere quantitatum .traosceoden« 
tiinp, ,iiioiiipei:abiles,.aliae.f9r^ulae eo reduci atque integrari poteruiR. 
Imprimis igitur in hoc erit elaboranduin, ut pro quolibet gettitire Ibt* 
inula ^ilbplicfM^i^ O0let«ry-qua cokicMisa. reliquarum^ foonularmil Ihtfe^ 
gralia definire liceat. Hinc deducimur ad quaestionem nraximi. 
momenti, quomodo integrationeni formiflawim 'niagiB> Qo^jfHclHali^pa 
ad «mpliciores reduci opo]|rteat, Quod antequam aggrediamur, aliaa 

. ejusmpfli fpmiiulas perpeodamus, quae ope idoneae substitutionis ab 
irrationaiitate iiberari queant ; quetnadmKMuM jiim ^Oi^ibdiflUlSy quo* 
tiM<% terit ^ctiovjciitipnf^^ . _ ^ ^ 

, t. .- X et iidlriV (a-{-Gx^yxx)^ 

ita ot alia irratfonalitas non ingiredliatur praeier rad(ic^'' i^ 
1iojtWbdi€ornfblae a-^px^ yxaR^^ totifca .^oawniai» r^tflcg ^nti al ffli 
XdJ^^M^^t^dfttaAt^traWri^ -v. a .um civ. ^/' 

Froblema 7^ 

04. Proposita f^irimila 4iflr«c»tii^li,; Xd«„(0 7^r,l^^)»,^ in <n»* 
X denotet ' functionem quamciuique rationalem ipuus o?,' eam ab 
irfiifioi<tttefc=lib^aAr>. «» — % ^ i . > .u _ 






tfS CAPUT H. 

S 1 u t i 0. ' 

Statuatur tf-f-6a?r:z», ut fiat (rt-|-6ar)» z^:^'. tum quia 

»• — a 

a? zz 1 facta hac substitutlone , functio X abibit in functio> 

h 

iicm ratronalcm jpsius 2, quae sit Z, ct ob dxzizl-z^ — 'dz, for- 

mula no8U*a diflerentians hiduet hanc formam ^Zs*^'^^'^'^», quae 

.€um sit rationalis , per caput supcrius integrari potcst, ct intcgralc, 
-Biai ait algebraicum^ per logarithpos et angufos uprimctur. 

C r o 1 1* a r i u m 1 r 
96» Hac substitutionc gcncralius ncgotium confici potcnt, ai 

posfto (a^ b x)7 zn u , littcra Y denotct fimctioncm qtiamcunqiie 

* • ■ ■ 

.radonalcm binarum quantitatum x tl u; etim cnim posito ^m 

i£* ^— a - 

— 7 — , ffat V functio rationalis ipsiua u^ ibrmula Ydxz^ 

*j; Vii*"** du^ erit rationaiia» 

i C o r 1 1 a r 1 u rt 2 . 

96. Quin etiam si binac irrationalitatca ^jusd^cm quantitafis 

i_ I 

a -f- Jar, sciiicet (a -^- b'x)i — a ct (a -^ b xyi nz t; , iagrediantiir 



s"* — a 
. in formulam. Xdo:, posita a-|- Jarznz'* * fit xz: , u:zzz\ et 

'vtzrz^; unde cum X iiart fuBctio rationalis ipsiua z, ct dxzz:. 
^^^nf I 3;;^ hac aubstitutioBe formula Xd^ cwadet ratioQalia. ; 



•» 



Corollarium S^ 



§7« £odemi modo intelligitur, si posito 

(a -)- hxy^ = U| (a -4- 6 a?)H =: t;, te -4- bx)^ zz t tie. . 



1" ' • 




CAPUT n. M 

fittera X- denoC«t fimcttonpm, quapeunqpie rationalem i^antkatum a^ 
Uy Vy t etc. formulam differentialem Xdo? rationalem reddi fact^ 
« -J- 6a7 zz: z^'*'*; erit enim 

X zzz 7 ; u — z'*^ t; sa s^^; t rz z^'* etc. et 

^ 

Sxemplum. 
$ts. PjTopptUa hac fqnuola d^ = ... .. ; *f *i .i;.i ^. , ^ f^^ u> 

i -f- ^ sis » , repcritur . ay ::^ — • " '■ ■ ! — ^, sett f 

1—2 

ay = — 6 32(2' 4-2* -f- 2* -h 2*^-1-2^-4- a«)V ' ^ 

hincqne integrando , % 

y = C — I 2* — J2* — Z« — ^z7 -_|^8 « |s9, 

et 'Ve^tituqBdo •..' ■ •'• '■'"' "^ •• »' 

P r o b 1 e m i< *; '^ ' - • > /- [ '" ^* 



f- V. 






90. rreposita • ifefirfulii di^^^ dcBOtaBte 

X functionem ratioaalem qummcwiqae ipaiut x^ cam ab imtMNMifi- 

totc liberare. - f^ < *' * ^ • 



. 5 

y « 1 






. ♦ - •» 
• »"p 






H CAPUT a 

i^t fMrttttda iioMiv <l(ff erehttali^^ ^ ^ ' ' ^ 

quae cum sit rationalis, per praecepta Cap. I. iDtegrari poterit. 

Corollarium 1. ■ ^ 

t 
f'*l4o» *osito^±^^5» =»» * X"=ftrent fonctio ^ qtii*cunqae 
rationalis binartim quantitatum a: et li, formula differentialis Xaa: 
per substitutiofiem uaurpatMa in ratiDnalcm traii^fonnabitm*^ -^jtis 
propterea intejgratio constat. 

Corollarium 2. i>*" ^' ^^ 

101. Si X fuerit functio rationaiis tam ipsius oev ^ffma^ jcfoaa* 



titatum qtfotcunque hujusmodi 



.- ^* -; 



i& 



■^^.::.\; 






tum formula difTerentialis^^diif-^tfbiiiili^^t^ lifliiJliik st^sdtli* 

tione j^l^ = ^^^\ un^e fit^, ,, , .; ^ - 4 

-tiaaaimxi oi^ laad ^'y euid li t*upnfnmibiip mjanoui}'! cn:)ni.^ vt :1 X 
» Scholionl. .!j);:t(:-. :ii£i 

102. Hia caaibua red\i^t|q #4 sa^onalitatem ideo snccedit, etiam* 
ai plures formulae irrationales insint , quod eae omnes simul per 
eandem substi^owemu- MtMMdM if^tiantui^/ "^^^flfl^/*! etiam ipsa 
quantitas x per novam TaHaBil^m z rationafiter ^ exprimetur. Sin 
autem ^ qjiyer ehtiitte "fc ^)^it uia. ^a^^^jdjig^mQiU JoxmyM^^irrationales 
Qontineat, qitfb mcJi Vfehnibae aimid ope ^uad^BTBulAtttutionia rationa* 



. « 



;s. 



. f 



tio lociim non habet, Mi : jC|«t« ip^nilr di^'»^ Wr.^^WvBWMb 

dispesci liceat^ quarum utraqne uiam ta^um formulam irrationalem 
Mmpiectatur» Yeluti si proposita ait h|itd Anlmkd id0tatMalia 



BuUtiplicando, fit a> 

«iigm utraqne pars seornm rationalis veddl et intejgraii potest 
Kcpentur autem: . » . ..i 

Commodissime «ntem ibi irrationalitds t<>ffitdr , 'si W patte priori 
ponatnr )/(l + xx) zxpor, in postAtjnvit V'^';**^:ia;ai^S^.r.\;..;fillb 
enim hinc att 

tamen ontnr rationaliter 

*'«' -^•(f:? — •(«-Mii* 

*) • f f ' -\ '^ 't ^ 

Scholion 2. 

103. <r^ca «B^nla^ '^^^t^^^^^^^r^^^^S^ 
qneant, tix quicquam amplius praecipere^Uci^t;^ j^i^j;^!^^;]^^ JMpc casum 

addamus, quo functio X binas hujas^^p^ ^^Aj^^i''^!?^^^ 

et '^if^gxy complectitur. Poaito enim i^^-^bx^^iJT-^gx^ttp 



■ "^^--^y 




• • • • 
• 1 


c;!if«ia 


,t:L:*nj^'}cj\u, 


,Jii, :p 



st »=:. -j^j, atquc 

•t fe feMMls lilffAnMtlliK «nioiii, tsntvni ibnbaAni. ii^atienaiif «grif 
y/(^/f ^^),. .^HMfc aovftj splMMtei»on«c iattl^ijlfttlifM, ,dm^«»jl|Ha* 



^ ClPV¥ IL 

PMdaMte i. ttiJiiliiMi 1R Iribr aA aW Iiiil— . iiiNriDilBT 



■ r- r 



• ■/ 



dgoi ob inq^iidteteai atu per nuyczsm aaal^im cH oqiPtsmiiis; 
«bi qiMdcni iuinimoi litteras m, kj |&^ nunerM ioti^rM denotare, 
ifa' iiim tatei eiidK. fiialcad Imiie IbnBai iiJmxiuilu fc Tefatf^ 



biberemM x ' da?(a -4- ^y^jr>« itatm epertit jrzzv'» iiiiie 



d^^6tt^3tt: imde prodit 

. - : • 3 ii_ ' ;foi 

6tt*3uCa-*-6tt^> . r 

Tum rtto pro «f ralorem potitiTVtt aMonare lieet: ^.oum estet 
negettnif, pnU 



fi i l i fctii r afSH^i fietqiie IbnMlft 






'» 3ii (a + 6i#"> , 



iimilii principali; quae erjgo" quibui caiibus ab irrationalitite liberari 
queat, inrestii^emni^ 



t ■• ■• 



f I .• • • 



Problema 9* 
iO^«. Defiiujre casua, quibui formulani difierentialeni 

iid ratldnail^tem peVdtt^efe nceat' 

Solutio. 

Primo piiUi, ^'1berltVz= l» sen^' jraiaeniB integer, formu- 
Ikni piir>--M'li»re 'Mionialemy neque 8ttbsUtutifMM:;i^u9 esse; At «i 
|kiii|lt«fr«Ml6, «MMiltiltitiM eit tttendmn^i eaqim dnpbci. ; 



4 • 



1. yoiatwr a -i- ia^'z± te*, ttt fiat (o ^^ 6**)r n: u% etit 

\!!L 
a?"= — : — , hifld ••if*»ti:\--^-- ) , ideoque 



k <. 







unde formula nostra fict 



(^r 



• *• ri 



JHinc «go pa.tet>» quoties expoheiis — ^ aeii ^ faerit ininenii i»- 
teger sive positivus, sive negativus, hanc formulam esse rationaleiit* 

II. Ponatur a ^bx^zz,x^ x^^ Ut flat 

Ji 

a JL av z^ 

x"" — — -, et (a^bx'')^ z=:— rl tum 

z* — — b - , ii 

m m 









Ideoque formula nostra erit 



^ + ^ 



t 

Ex. quo patet hanc formam fore rationalem , quoties ~ + 7 fuerit 

xiumerus integer. Facile autem intelligitur, alias substituttones huic 
scopo idoneas excogitari non posse. 

Quare concludimus formulam irrationalen) hanc 

a?"~' d a; (a -f. 6a?*)» 

S 



i8 c A p u T n. 

ab inrationalitate liberari posse, u fii^rit ytl^^.vcl ^ + f mimenis 

integer. 

Corollarium l. 

105. Si slt - numerus integer, casus per se estfacilis; pona- 
tur enim mzni/i, et sit a?^~v, crit x^zzLv*; ideoqne formula 

nostra —t;'""* di; (a-|-6i;y, quae per Froblema 7. expeditur. 

Corollarium 2. 

106. At si ~ non est numerus integer, ut reductio ad ratio- 

nalitatem locum habeat, necesse est ut ^ -}- - sit numerus integer : 

-quod fieri nequit, hisi sit y zzin^ ideoque m -j^ |x multiplum debet 
esse ipsius n~y» 

Ciorollarium 3. 

10 7* Quod si ergo haec formula 

ad rationalitatem reduci queat, etiam haec formula 

^„^-i-irn-i 3 o: (a -4- 6 x^)f 31 P, 
eandem reductionem admittet; quicunque numeri integri pro a et & 
assumantur. Unde ad casus reducibiles cognoscendos sufficit ponere 
m<^n et \k<y. 

Corollarium 4. 

108. Si miziO, haec formula -^ (a-f- 6ar*)^, semper pcr 
casum primum ad rationalitatem reducitur, ponendo 



af^ 



V? — a 



transformatur enim in hanc 

n (u* — a) 




tAPUT ir» 



69 



dcholion 1. 

109. QponiaM fonuula a"-» 3a: (a + 6a;")v, quoties est mrin, 
denotante i numerum integrum sive positivum sire negativum quem- 
conque, semper ad rationalitatem reduci potest, hicque casus per se 
snnt perspicui, reliquos casus hanc reductionem admittentes aecurao 
this contemplari operae pretium videtm*. Quem in finem statuamus 
y zzin et m^i^nf item jjl < n, ac necesse est ut sit m-|-u. = n: 
unde sequentes formae in genere suo simpiicissimae , quae quidem 
ad rationalitatem reduci queant, obtinentur. 

t 
I. dx (a + iajV; 

2 I 

II, 3x (a -4- 6ar')3; xdx (a -+- 6a;')3 ; 

ni. dxCa-^bx*)*; xxdx (A^bx*)^; 

I * » 

Vr. da? (a -I- 6«*)>; «da: (a H- *aJ*)J; x* Bx(a-\-bx*)^; 

i. 



x^dx^a-^^bx^y; 



T. dx(a^bx^)^; x^dx (a-^bx^)^; 
«nde etiam hae reductionem admittent: 



x±*' d X (a -i- b xy 



i±ft 



±P. 



**« 3« (a -t- 6»')^-^; »'±'* aa: (a -4- *a:')»— ^; 



a;±** aa: (a -*- 6a:*)*— ^; a:«±4« 3^: (a 4- bx^)^—^; 
a:±«« 3x (a -»- fta:*)*— ^; a:'±«« 3it (a ^- 6«*)^—^; 
a:»±«« da: (a -t- 6a:*)*— ^; a:'±** da: (a -h 6a:*)^— "; 

a;±«« a» (a H^ J»Mr^; «*±^* dx (a -h bx^^^^. 



•• 



•e eAPUT d. 

110. Vcrum etiamsi formula ar™""' 9x (a -4- tx")» ^ ab irra- 
tionalitaie GberlVl nequeat, tamen semper {nniiibm.' liartM formnlamm 

jp7»± n,« — I ^a, (-a-ti 6«")» ^", uitiDgrAtumeBt. ad oam re^eere Keet, 
it« ut iUif» mtegrall tanquam co^tQ. speotato , etiaoi bantm int&r 
gr«iliA .iM»gDaa -qu^anjt. Qua« rediLLati.iDi cum: i& AHaiyn «^mam 
^^cfftt utilitatom , eata bia ej^^aer^ neoesae: e^it. Caetenna hio 
9^itiare bavd dig^NlianMiSr pi:aete£ eois <u^u9i^ qiKtS' reduotiooem ati 
xationalitatem admittere hic «^sli^diniui»:,, quIIos aUos- eziisterA-» qui 
ulla substitutione adhibitat ab' irrationafitate: Ubecari queant.. Propo- 

slta enim hac; fomuilai —. ; — ?-. miUk fiinctib' ratfonafis ipsius s 

foco a: poni poteat ,. ut en-^-ii:^ exttwjtionera' Tndfcis qua^^atae 
admittat:: objici quidem- pplest,. scopo^ aatisfieri posse» etiamsi looo x 
fiinctio irrationalis ipsius !^ subslituaturv dummodo similis irrationali- 
tas in; dfanwiatoafiarc: y<t>-^&^^> coAtioQatu^. qna i^ «imeratArem 

dx aJf^9at. ^atwrtsr:: quemadmodum fit in hac formula , 

y/(a+bx^y 
ulhibendo substitutibnetn: 
s. 

y/ a 



1/(2^—6) 

Tei-um. quod hic commode usu: Tenit y nullo modo perspicitiu-, quo- 
modo idem. illo casa eTvnitV' possit^ Hoc tanen minime pix> de>- 
auMistcationev haberi toIo. 

Froblema 10,- 
lil. Integrationeini l(»uiul^ 
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S o 1 u t i o» 

Consideretur ftinctio a;^ (a -f-' 6 ^^) ^ > cuj^s diflfcrentiale 

cum ait 

erit 

x^(a 4- bx'')^ "^ zz: ma/x"^^ dx (a -+- 6a7^)v 



^ (^v-4-n^4-nv)5 ^^^+^^, dx (a + trc^O^: 



uade elicitur 



/a-+«- a o. Ca + 6 :r«)7 :::, v^"Ca-H6x> 



(my -+- 72|UL -h ny) 6 

m va !L 



(^^K-f-np.-f-nK)6 

C o r I r a r i u m i . 
112. Cunr inde quoque sit 

fx^^^ do: (a -+. ft^«)v — . L_I- : 

C^y -+^ nim M- ny) 6 , . Ji 

— !- ^fx^^+^^^docia-^bx^')^ 

m ya- 

l6co> m scribamus m — ti, et. habebimus; hanc reductioneni : 



■»— *i««i-*»-^^ 



(m — n) a 

(my H-nfji) * ^ « ^ . • — 

(m — n) KO. 
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C o i' 1 1 a r i u m 2. 

H3. Concesso ergo integrali /r"~'3^ (a-(-6«")», etiamha- 



nim formularum ya:"^^^*"' 3a? (a -+-fta:">» , simiUque modo ulterius 
progrediendo omnium harum formularum 

integralla exhiberi possunt. 



P r o b l c r 



11. 



114. Integrationem formulae y*x"*~* 3 ar («-+•* x")» ad ia- 

Ji. 
tegrationem hujns /*"*"' 3 a? (a ■+• bx^} • perducere. 

S 1 u t i 0, 



Functioms x* (aH-fta:'') 



--t-1 



differentiale hoc modo czhiberi 



potest 



(^ma - t!tr±Jiii±J^) a:—. a^^ (« -4- hx^y 



im-+-«|i-H«t 



tmde conduditur 



r+« 



'3a!(o+4a:»)' 



-yx"~"3« (aii»')» 



— /x»-' 9« (a -(- 6x") • 



quoclrca babeblmus: 



/"a:"-" 3a: (a + Jx") 



?-H. 



^-x^Ca^-Sx")»"*"' 
m K -t- rt (^ -f- k) 



n(u,-t-v)a , it 

- _t-^__^/«-. ax (a * *x') . . . 



CAPUT n. 6» 

Corollarium 1. 



115» Delnde ex eadem aequatione elicimus : 



y^m-i -^^ ^^ :^ j^nj ^ 



t — VX^ (^a-i-bx^) 



V 



4-1 



71 (|UL -4- k) a 



CL /a;^-« ao? (a h- 6x^) » ^* 

n (jUL -H y) a 



Scribamus jam \k r^ v loco jui, ut nasciscamur hanc reductionem 

niLa 

my 4- nijL ^ ii 

njma 

Corollarium 2. 

116. Concesso ergo integrali fx'^^ dx (a 4- 6 x^) v , etiam 

hamm formularum fx"^^ da? (a -•- fta:") v — , et ulterius progredien- 

do, harum /rr^^' do: (a -+- fto:'*) v — r^ integralia exhiberi possunt y 
denotante |3 numerum integrum quemcunque. 

Corollarium 3. 

117« His cum praecedentibus conjunctis ^ ad integrationem 
/x***"' 3jp (a -f- 6a?'*) V , omnia haec integralia 

rcTocari possunt , quae ergo omnia ab eadem fimctlone transcen- 
dente pendent. 
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Scbolion 1. 

I 

118. Ex fonnae x^(a^hx^)^ differentiali ita disposito 

deducimus hanc reductlonem: 

y^m+n— . ^a: (a + 6 a?~) v * z= — 4 

711)/ ]!i 

— /x^~^ dx (a-\- bx^) V : 

ac praeterca lianc ioversani , pro m ^t jjl scrlbendo m — n ct 

M I 

•^ m — n 

y (m — n) 

Hinc scilicct una operatioiie absolvitur Teductio , cum superiores 
formulae duplicem jreductionem exigant; ex quo sex reductiones 
sumus nacti, omnino memorabiles, quas Idcirco conjunctim conspec- 
tui eiponamus. 

. ^ . , ii vx^Ca-A-^bx^)^ ~ 
I. rx''^'^^dx(a'A--bx'^)^ — ^^ — — 

m y a — 

r: /^"~' da? (a H- ^ar'*) » 



* I » ■> 



ii-4-1 
« . ^ . . .-'^ x~— "(oH-6a?")»^' 

II. /x"*""^' dar (a -4- x") » — ■ , 

•^ (m — n)a 

(m V -f- ;j ul) 6 . ^ , , „^ii 

(m — n) y a 



CAPUT Ih %$ 

III. /x'^' a^ (a^bx^)^^ ZZl K^^^ j — ^ 



my -f- it QJi. -H k) 

ii 
IT. /a?^'9a?(a-f-6a?'*)^ ^z= .. . . . ^ ^ — 

my + niuL ^ m_. -^ . .\ nx— 



yf. /x^^r^' dx (a 4- »^*)-^^ =: ^^'^^ , 

m — n 

n CM- -f- y) 5 ^ • -N . , ,.^ 

vr_[^ rx^^dx(a-\-bx'')^. 

y (m — n) •' 

S c h o 1 i ir 2* - ^ ^ ' ~ . 

11^9. Ciica has- reductloues^ pFuno ©bswrwdttW e^t^ : foKmgdiBaBr' 
prioRtt algebrtlice esse ]Ate;^abilcm , si coeHiciens posterioris eva- 
nescat. Ita sit ' • 

pro I. sl mii50.-./^^'^3^^<a4-6ar^)rqc: — nr. ,-. i 

^ (|x + k) 6 



k- _ » ■ ~ 



pro II. 8i?::^5^../*'»-'^'aa.(a4-6a:«>^=f!l"^«-^ 



(m -— n^ «»' 



€6 CAPUT Ii: 



— m 



^--=3 r^n-t :x ^ f^ _i A^a^li * a?" (/» -4- A a?«)*1i 



pro IV. fiifr^.../*«-« aa;(a4-6a«)'» 



ttlCL 



pro V. 8i mr=:0.../a?'^-'aa:(a+fra^> ' =: ^ ' 

Deindc etiam casus notari merentur , quibus coefBciens p08tremae 
formulae flt infinitus; tum enim reductio cessati et prior formula 
peculiare habet integraie seorsim evolyendum. 

In prima hoc evenit si ^5l±l!^ ^ TlHL ^ ct formula 



•osito a + bx^ — x^ z* seu a^ zrz , abit in •— , 

cujuA integrale per caput primum definiri debet. 

In aecunda evenit si m zz: n , et formula f^{u^bs^y , 
posito a -|- 6 o;* :zz z*, seu x^ zzz — - — , abit in 



6 ' n(z' —a) 

In tertia evenit, si ^ — '^ — 1 , et formula 



n 
— m 



ya;^-'3a: (a-4-6x*) n , 



posito a-f-*^* — ^*** ^^w ^~"i; 19 ^"^^' in y * 



z^^ V ^ z» 



6eu posito z = - , in 

u'^*""' 3u — u^^^ ^*^ i_ * /•M^""' 9m 

In quarta evenit, si fji =: 0, et formula / -— - per seesc 

^ a— l^ftar* 

xationalis. 
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In quinta idem CTenit, si |x =: 0. 

In aexta autem, 8i m rz: /i, et formula / — (a •+- ^ ^^) ^ 9 

y ^z'^"+-^* — ' dz 

posito a^bx^ zziz^. abit in - / ;; . 

"^ n'' z* ~ a 

Exemplum 1. 

•- , pro nu-^ 

meris posUivis exponehti m datis. 

Hic oba=:iy bzzi — 1, nzi:2, fJizi: — l,i/r=2, 
prima reductio dat: 

•'y^(l— a?a?) m-4-1 m-nl •' j/ (1 — a?:c) * 



hinc prout pro m sumantur numeri vei impares yel pares", obtine* 
bimus. 

Fro numeris imparibus: 

4» X OX • ,% t gk X ox 

Fro numeris paribus: 

f -7 = — I xWH — 0?«) 4- f /-77; , 

. a?'3a: ^ , . . /• a?'5a? 

ctc. 



«« 



•6« nxfvf n. 

Cum nunc sit / 777?—^ =^ Arc. shi. *, et ' 

habebimus sequentia. integralia- 

l^ro ordine prrore:: 

f trz Arc. sin. x 

3C jC o OC 

f ; . zz: '—'i.x^ (1 — 'iar) -|- 1 Arc. sinl a: 



'.. V- > 



/,_JLi5_ — _ A a' 4. 14 «) y' a — a:*) -f- ^ Arc. sk. a? 



«^da? _,_ e . .-5 « . iJJ.5 



• « » 



Pro^ ordine posteriore: 

FT. -^ = - ^' ^' - "^ 

■ ■ ■ ; zr — (i x" -f- 1) / (t — a?a:|» 






^ 





■V^- UJ. .■ t ' 



CAPUT IL 
Corollaritim i; 

121. In ^enere ergo formula y*-r -^^ ^ 

TitaUs. sr«ia ^ ^. ■ •.y.^?:;'^ = J, habebini« hoc i«^^ 

i-r — n^ J Aic. sin. a: 

Corollarium 2. ^ 

122. Simlli modo pro formula j , ••» sijppnanus brc» 
Tiiatis ergo ^ ^^' ^' ^ ' /a^Lx) — ^* habcbimus iioc integralc:. 



.ai 



^o: 



•^ j/ < 1. OdX) 

ut integrale evanescat posito. xi^. 0- 

K^x^einpTum. 2». 



-ar 



-ji 



d^ 



r^oasikm 



bus pro m numerl ni^ativl anwfiunturj. 

Hic utendum< ibst isecuYida^ reducl^ne quae dat 



V(l — arx) *». — 2: m—Z* y' (l — a:*). 



ajB •(!— xx) 



unde patet si wim *, fore f^^ ..., t^ ^ ja ~ ~. i • I^*»'^* 
ai. niziz2^ formitfa. y --rp — — ^, lacta. substitutionc i — xx 
abit in -^ZT^ cujus. inte^-ale^ e«t 

unde dupUcem. seriem. integrationum. elicitnOK;. 



'•• 



u 



^ a? j/( 1 — xx^ ' 
g. dx 
aj^)/(l — XX) 

^^'/ii'^xxy 

^ dx 
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r 

, i -f.)/(f — a?«) _ , 1 — /(t — ««) 

X X 

}/( 1 — «x) 



l/ 



dor 



0? 



r 

'^ xxy^Ci-^xx) 

^ x^y^i — xx) 

f. ^ X 

^ x^yii^xx) 



2xx ' *' j:y^(l— J5ap> 

|/(1 — >a?a?) , ^ i> 3a? 

ctc. 

}/(l — o?a?) 

f 

}/(! — ar^) 

3a:^ "^'•'aFa?/(l — xx)' 

ctc. 



+1/ 



d^ 



Hinc erit, ut in binis praecedentibus corrollariis 



f 



^H-«|/(l — xx) 



— *— >i J* ■ ■ ■ — — J 



X 



[jex 8x 



2.4 



• « • 



/- 



do; 



m I > 



a?*V(* — ^^) 



iC— K 



. 2. 4 (2 i — 2) l , 

^ 3.5 (2i-l)x'^J l^^'-"^^>' 

r 1 j__ i.3 

La? 2a;* 2.4a;* "^ 



• • « • • > 



%••••• 



1. 3 ... (2 i — 1) "I , 



Scholion 1. 
12 4. Hinc jam facile .integralia 

fx^-^^dxCl ^xxy 



CAPtJT n. 7i 

tam pro omnibus nmneris th, quam pro imparibus |ul asslgnari po« 
terunt. Reductiones autem nostrae generalcs ad hunc casum 
mccommodatae sunt: 

I. fx^^ dx (1 — xx)^ 



^ — a?^(l — xx)^ ^ * 



m-f- |UL-|- 2 

-| : fx^^^ ox (1 r- xx^% ; 

m-4- jui + 2 

a. o?^-» (1 — xx)T + ' 



^ m — 2 

m -f— lui ^ 

m — 2 

iL j. i 

ni. /O?*^-» 9a? (1 XX")^ ^ Z=L ; ; 

•^ m -f- juL -)- 2 



M + 2 ^ ^ 

— fx^"^ OX (1 — a;a7> ; 



t — . 1 — • rc^ (1 — xx)^ 
IV. /a;*-'ax(l — xx)^ z=z ^ ^ 

m —I- u. JL 

-1 -"— i-^/j?'"-» ^a? (1 — a?a?> ; 

I». 
y. /x^* dx (1 ~ XX)* =. ^^ -^ 

m H. 

-j — /sc"*"* ax (1 — XX)» j 

iL_4-i *«-»Cl -- a?a?> ^ ' 

TI. /a»-' aar (1 — a:a?> ^ = ^^ 

m — - 2 



jui-l-2 - iL 

»^'- /a;*~*dx(l — xx)» . 

m —— 2 * 

Po^to cium fA. := -^ 1 , quatuor posteriores dant : 



tt CAPUT IL 



/«^'9a?/(l ^xx)z=. — — ^H ; — /-^ ; 



/ i - ■ I -z izi jp — i/M — 1) / , ' • ; 

/c^— ^^) Y(i — ^^) i^i^ — {^^y 

^ |/(1 --^xx)^ ]/(l — 0?^ ^ '"•' y/(i ^a;:^* 

/r^^^xy (1 — a:a7>zr:— ' — \ — / ; 

■^ -^ m — 2 \fn^2^ yj^^—xx) 

mnde intcgrationc& pro casibus jji m i *et jt~— 3 .eliciuntur, 
iindcque porro reliqui; 

'Sclialion 2. 

125. Tro aliis formulis irrationalibus magis complicatis tIx 

iregulas dai^ licet, qtxibns ad tfornuim aimpUcioresn reduci queant: 

et quoties ejusmodi formillae occuiTant, reductid, si quam admittunt, 

plerumque sponte. se oflert. Yeluti si formula fuerit hujusmodi 

Pdx 
f ^ , sive n sit numerus integer sive fractus, semper ad aliam 

hujus formae /~^"^> quae utique simplicior a^stimatur, reduci potest. 
Cum .nm lit 



Oq 



5-„ = ^;;^ , posito /^ptpi = y» ent 



, R -Paa:-|-QaR — wRDQ 

Jam definiatur R ita, ut P^a: + Q^R — ?i.R^»Q per Q fiat divisi- 
bile, vel quia QdR jam factorem habet Q^ ut fiat iPdx — nR^Q— 
QT^o:, prodibitquQ 






CAPtlT II. f^g 



R aRJ_T^4? 

y -f- TT- — • / ■■■■• ■" 1 8CU 

-P9a7 R . 9R-4-T3J? 

y QB+i *~" """ Q» ' y Q» / 

At semper functioncm R ita definire licet, ut P^^? — nR^Q fac- 
torem Q obtineat, quod etsi in genere praestari nequit, tatnen rem 
in exemplis tentando, mox perspicietur negotium semper succedere* 
Assumo autem hic P et Q esse funetionea tategrasy ad taliaquoque 
semper pjo R? erui poterit. Si fortc 6renjat, ut dR •4»- T^j: 3Z 0[, 
formula proposita algebraicum hab^jt integrfltle ,, q^od hoc mo^f 
reperietur; contra autem haec forma ulterius reduci poterit ia alias; ubi 
denominatoris exponens continiio unitate diminuattir; ac si n sit 
numeVus integfcr, negotium tandera "reduclttir ad hujusmodi fornoaki 

— ^ , quae sine dubio est simplicissima. Quamotrem ^ cum' ^m "' hbc 

capite Tix quicquam ampliu^ prpferii • po^ sit,< ; ad integrationem formn« 
larum irrationalium juvandam , methodum easdem integrationes per 
seriea infinitas rper^ciendi expphamus.i . . .^ : i ? » 






ADDITAMENtUM. 

.. • . ' 1 1 1 



' I 



P r b 1 e ,m a. 



• r 



ri.' :; *::■.: ff 



Proposita formula 3 ^ zz: [a? -f- ^ ( 1 -f., ^ f ^]* .J.o?- ^^ uwqure 
ejus integrale. 



S o 1 u t i 0. 



Posito a:-J-]/(l +:Ta:) n;: lij^ fit ar;p^^-4, <^ 9« 
^ J*. '^ * unde formula nostra , 

3yzr Ji4»-^3u(uu4-. 1), ^ .1. 
deoque ejus integrale 



10 



I 
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II I » 



-|- Const. 



2 (n -f l; 2 (n — 1) 

quod ergo sempcr cst algel?raicmn nisi sit vcl nzni^ vd nzm — t. 

.—■-•-•-- 

C o r o 1 1 a r i u m 1. 
^i Fatet etiam hanq forms^m latius patentem 

JioCi.m^do ipjegivfiri , fk)88e»,.i.<iummodo 'X fuerlt .fimctio: rationalis 
ipsius ojI PositO enini^ x n± ^^-^^^> ' pro X prodit functio. rationa- 
lis TpsiuS'!^, quae-: sit ^ U, Wneque '^t ' * 

(tjpi^e, fonnuji^ yel e$t .^atiouiaslis,.. jsi. n, sit immerus li^uegei*, vcl ad 
rationalitatem faciie reducitur, si n sit numerus fractus. % 



r V ' 



1 .'.:,. . • ! , .■ j 



*' ' Cbroilarium 2. 






Cum slt /(1 -J-a:a;)=r2-^^; posko y^ (i *+*'*^«J 2r: ir'," 
ctiam haec formula •- — 

integrabitur , si X fuerit functio rationalls quaecunque quantitatum 
X et V. Facto enim o: zi: ^^-^^-^-^ , functio X abit in functionem 
rationalem ipsius m, qua posita ~Ui habebitur ut ante ^ j/ ni: 

ExempTum. 

Proposita sit formula 
"-*' ^y =z:.[a:r -f. ft / ( i -f. aro:)] [i: 4-/(14- ^'.xOr^^^r. 

Posito a: ~ ?-"r^ fjt 



seu 



-. • i 



l! • 



• • Vt' 



■ ^ cxrvTnr 



.. ' - 75 — 



dy=:{ M^5 a w [a Cu^ — 1) + 6 (u* -1- 2 wm + 1)], 



cujus integrale est: 



4 («-+-»)" 



an 



W' 



^— « ..* — 



u 



n — 9 



^(n-a) 

• ^ • ■ » 

qiiae est algebraica, nisi sit vel n = 2, vel n 
n .z:: 0. . : . * 



Const. 

^ ^ vel etiam 






;f 



V ■ ' - .» 



•• 



m 




CAPUT m. 

DE. INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN- 
TIALIUM PER. SERIES INFINITAS. 

B r o bl e m a 12.. 

-•W.. 

Q . . . • 

Oi X fuerit functio- rationalis- fracta ipsins :r^. formulae differen* 

tialis df/iziX^^x integrale per serieoL intinitam. exhibere.. 

S o 1 u t i o.. 

Cum X sit functio' rationalis. fracta , e|us. valor. semper ita 
tTolvi potest». ut fiat 

ubi coefBcientes A, B,. C,. etc. seriem recurrentem. constituent, ex 
denominAtore fractionis determinandam. Multiplicentur ergo singuU 
termini per ^x, et integrentur, quo facto integrale y per sequen* 
tem seriem cxprimetur 

y zr — ; 1 Y [- etc. + Const. 

m-f-1 m-H?i-f-l m-H2rt-i-l 

ubi si in. serie pro X occurrat hujusmodl terminus — , inde in in^ 

tcgrale ingredietur terminus &L/x. 

Schoiion». 

127» Cum integrale /Tidxy nisi sit algebraicom^. per togarith- 
mos et angulos exprimatur, hinc yalores iogarithmorum et angulo* 
rum pcr serics infinitas exhiberi possunt.. Cujusmodi series cum 
jam m Introductionc plures sint traditae, non solum eaedem, sed 
ciiam infinitac aliae hic per integrationem erui possunt. Hoc exem^ 



CAPUT III. 11 

plis declarasse juyabit, ubi potissimum ejusmodi formulas eyolyemuSi 
in quibus denominator est binomium; tum yero etiam casus aliquot 
denominatore trinomio yel multinomio praeditos' contemplabimur, 
Imprimis autem ejusmodi eligemus, quibus fractio- in. aliam,. cujus> 
denomiDator cst binomius^ transmutari potest.. 

£.x e m p 1 u m 1.. 



i28. Formuldm differenticUem — — per seriem integrare. 

Sit y /^j^zni^ ^^^' y nr/(a-|-a?) -f- Const., unde integrali 
ita determinato, ut evanescat posito xzizQ^ ^xiiyzziKci-^-x) — la. 
Jam. cum. sit 



X . XV x^ x^ 



4- -2 — etc. 



a-f^x a a, a. a. a 

erit eadem. lege integrale definiendo:: 

X x^ x^ ^ i_ ^* 

unde coliigimus,, uti' quidemi jam: constat:: 

X X x^ x^ 

• ^a. %a. ' 3a? Aa^ 

C o r o 1 1 a r i u m. i». 

129.*Si capiamus x ncgativum , ^' s^' 3y/~ r:i:^ v podem 

modo patebit esse:. 

X a? x^ x^ 

/(a — x) zzLla — T^ — —3 — — T -^- etc. 

a 2a 3a^^ 4a* 

hisque combinandis:: 



or» «y» nr^ 'y*^ *y»S 



lCaa. — a?a:)~2/a— s 7 ~ — . etc. ct 

^ aa 2a* 3a^ 4a? 

a-l^a: 2x Zx^ 2x^ . 2a:^ 



a — X a 3o^ * 6a? ' 7a^- 
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,'. C o r o 1 1 a r i u m 2. * - / r 

'•• ' 

130. Hac posteriores serles eruuntur per integrationem forrau- 

larum: 

zzL^^ 2xdx ( \ T H — 7 + etc.) et 

aa — XX aa a^ a^ 

2adx - .1 XX x^ 

=: 2 adx { 1 4 •^•^^ etc). 

aa — XX aa a^ a° 

Est autem f:::^''-^ — Haa^ xx") — laa, et rJ^i^* — /?±:?, 

J aa — XX ^ ^ ' J aa— XX a — x ' 

ha ut jam his formulis per series integrandis supersedere possimus- 

Exemplum 2. 

131. Formulam differentialem V_^ ^ P^r seriem integrare. 

Sit dy =: j~|^, et cum sit y zn Arc. tang. ^, idem kngulus 
serle infinita exprimetur. Quia enim habemus: 

a i XX , X* x^ x^ 



aa^xx a a^ 




-c 7 •+• -Q etC. 

a^ a' a^ 



erU integrando: 



X X x^ , x^ x'^ 



y = Arc- tang. - iz: 3 + 7-7 — —7 + ctc. 

^ a a Za^ ba^ 7 a^ 

Exemplum 3. ^ 

i 3 2 . Integralia harum formularum — r et per 

l-f-o?^ l-)-x^ 

series exprimere. 

Cum sit - — -— ^ — 1 — x^ -^x^ ^x^ ^ x^^ ^ etc. erit 

1 -+-0;^ ' 
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Verum per §. 77. habemus per logaFithmes et angulos: 

f j-^^—\l<,i 4-0?)*— |cos.'/)/(l — 2a?cos.^-f-ara?) 
-h I sin. " Arc, tang. ^ 



a: cos, ^ 



<v» ^ /y^ • , 

/^— j = — i/(l-|-.r)— lcos.^j^/V^^l — 2a:cos.J-t-ara7) 



a-TT a:sm., 

-f- 1 sin. Arc. tang. 



3 o ^ 

1 X cos.- 

At est cos. -~|; cos. , iz:—- 1; sin. - — — ^; sin. -r- zn — ; 
unde ,fit 

f——i = i'<* 4-a:) — 1//(1 ~a:-|-xa7)-l-^Arc.tang ^^ 
/^;^=-f/(lH-^)H-|V(^— ^-f-^^)H-i^Arcttang.^ 
integralibus ut seriebus ita sumtis, ut evanescant posito a;=0. 

CaroMarium 1. 

133. His igitur seriebus additis, prodit 

^'j.Arc. tang. *—~ ir: a? -f- 1 .r a: — { a:* — i ar* + f a:' H" j^' 



lO II 



subtracta antcm posteriori a priori, fit 

a;io_|__L^ii_i_etc. 
cujus valor etiam-est 



la* 'II 



^^ (l-f-ar) — w<^ -^-^^ 



' 1 — X -|- arar ' 1 -J- x^ * 



tfr C A P U T m. 

CeroIIariam 2< 



1 : ^. Cjm fit r ^ :n | r(l -t-^}i crit eodem raodo 

c-:j. K-."ie iiis airecsa. omiLes pccesiatM ipsins x occurrent. 



•f • 



Xxczipliim 4. 



* 55. .jztsjprtaBt ak ^ ^^ f ^^ — perseriem exprimere. 

1 -r- x^ 

^^jix: s;c T — i — Js^-T^J^^ — x^-4-a;*^ — etc. erit 

"ttfrrtm wr f. J.r to* w — 1 et m — 4, posito ^=10), fit in* 



ir^^i.;: wm: 



<ur. « JLrc. ttmc 






As s^Jv 'c_4.:=:^>"''. «^ wt.:i*=i/^; c^okrz-^; sin.3aj:zz~^; 

X 



> ., ; ^\ ^tvv UWHjL^ ;-;^ - -U /- Aw. tang. ^- 






VixVy^ 



V^U»M viV ^ > - ^ -- ^^* -•- ^*'" "" "*"** "^ *'* "" ^^*'- *'" 



K «• v« 



C4PUT HL »1. 



7 j ^ii_i_ » .».13 4 » ^ir 



• 4 ... » • ■ # 



ctc. 



At per "§; 82. ubi m ziz 1, n zr 6, et (o zz: ^ zz: 30 , est 

y — I sin. 00 Arc. tang. •+- 1 sin. 3 cu Arc. tang. =— 

•^ 3 o , — xcos. 0) ' 3 o X— XC05.3C» 

cst vero sin. o) zr |; cos. co — — ; sin. 3 o) nz 1 ; cos.^ 3 O) ;;n ,0 ; 

sin. 5 0) zz: I; cos. 5 ca zi: — — — , er^go 

y = I.Arc. tang. ^zt^Tj H- f Aix. tang. a: + 1 Arc. tang. ^^q:^^^, : 
sen. * — — '". ' ■ ■ .. \' ' — ■ . I 



t- ' . 



y=|Ai:c.tang. j—- -f-|Arc.tang.a; = iArc.teng. 3,^^^^^^ 

■' » ■ . ■ • »*..,. - ,. , , , -- : * 

Corollarium 1. ^ 

'- 137.; Sit ,=:/^=}x3_j:r»^-^x»^,^«"::(-.jtc; 

• •■ «. .* #.f » " •T ■ ■} •■•'■---•'. i y. 

z =z ^f^— = I Arc. tang. li =r |^ Arc. tarig. wV = li-. '; » 
Hinc serics hujusmodi miiM/ forwftti^:., ^ > 

cujus summa *^e«t zi: | Arc. tang. ^ j + ^ Arc. tang. o?*. 

!•■— 4^j? •'4^^ ► 

*r . i^t • rC or ^li.arium . 2. 

138; » hic-feajriaftur n rr*»^ i^ ibifiM anguloa IST OBum" colli- 
gendo, fit 






3a: (1 — rca:) 



* Arc. cafts. -- k -^ ■ •': ••■ . ^ 

3 o 1 — 4a7a7-4-4a?*--3a?^ 



i^ * 



4a?a?-j— 4* w— .v.n'»v« 



11 



ii caput m. 






quae iractio per l^xx-^x* diridendo^ reducittir ad 

. i—r.^Xxl 

quae est taugens tripli anguli x yto tangente habentls ^ ila ut sit 

Zx — x^ -" - 

I Arc. tang, — Arc* tang. x^ quod idem aeries invcnta ma- 

1 ■"" O XX 



indieat, 



'> ;7 



£x e in pl u m 6. 



. .»■ ; ':" 



.T 



139' .mwic formiuam oy =: ^ ■- ^ ^|«j(> 

* *|* X 



uriem integrare. 



. • . .* • 



pb =: 1 — a»-f.x*« — a:3*4-a:i» — -ctc. habc- 



bitur 




x"" 



X'^ . X^^ ar*+* X*' 




etc.. 



m n^m iM-nf 2n— m -^n-fm 3n~in 

Haec ergo series per^. 87. aggregatum aliqudt^aMiAtti eireiflariuAt 
fxprimity qnoa th» vidflilre i^t^ ... \: , . , 

140. Eodem modo proposittf ibnnula d^^ 




.Sr 



0^. .. ... — I ^ ^» -^ ac* -|_ a** -f- etc* myenkur; 

1 — ir* 

t.^. — - H h :;; — •r- -r etcv 



wi\lu« vnlui §. 64. ctt eaJtibitns. 






141. Jimt t0tmU(tuH ^jf^iiz.^—^ll, jfer serUm Me^ 



i i ^iQio int^gt^e eatinamfesto y z^: ' (* -1-' a? -4- a?r&) ; ut autem 

ja .9(tt*i€H^ .co9LyextatW| iniUtipJicetur: nu]iier.atQ.r et denomlnator pqr 

^ <1 -4- ^r — 2ara?) 3x ^ , 1 

1 — or, ut fiat y .— -*r ^ Cum iwnc sit ■■ "... .> 

i ' — x^ 1 — x^ 

— 1 L|- >c« -^ ii?^ -^ :t^ 4- Jfe*^* -f- (Ctc. ;ctit lnt.egrii|i<Jp;; . 



■ ' .- -^ 



- \^ 



142. Eodem modo inyenifi potest 
yer seriem. tCum renim :fiat<y -^-/Cl '-^.»);:r *C* ~^ ixr)^ «nt 



X« 






:aiv!e 









2 3 ^# .6 6 • 7 8, ..9 .., A 



:j . .»•» 



Cor iri arium 3. 



• I 



3l4a« i^C jfracUo : jj^-^t"^^^^ .^ 4»«5Ti^m reciirrentem CTolutn 



<dat 



1 _|_a; — 2 a; a; 4- ^* + ^* — 2.t* +a?*H-a?^— Jar' -f-ctc 

m 

unde per inteerationem cadem 'Scries obtinetur, quae antc. 



Excmplum 8. 



■ I 



- , ♦ 



■JUA, »»»e >jfi»rmiaim ^:^^^^^;^^::^ .j^er ^ic??» ,^. 



itegr43Wt* 



■ ■ ■ 



84 CAFUT IIT^ 

Ptr f. 64. Bbi Ai= h Bz^^O, a=r t, Jet ibr± 1, «at hujug 
fornmlae iotegrale Jf = j^^ Atitr. tang. <^|ji-^. At pittf i«sri««. 
.xccBnenlem nperimns ,1. 

. -4-(52 cos.ijf* -i^ 3 2'co8. ^ r-F- 6 QOS. ^^) x? -Feteu "^" ' — » 

qua 

stattbus 

▼ersis, reperitur: , 

y = a -f- 1 orx (2 cos. ^) -f- |iar' (2 co^8._2 ^-h O, 

^r l** ^2 cos. 3^-t 2c08,^ Hrrff tacos. 4^-ir 2 coi..2^-i- 1> 

-i- |x* (2 coa^S^-V- 2 co«. 3 ^-rlr 2 C08. 4> 4- etc. '* 

C o*r o 1 fa r i tt m 'tv 

t46. Si pontur' dz = /l~'r/i^T > «^»^ per | 631. 
A =: 1 , B z= — cos. 2*, a n: 1 et 6 ;;;^ i, ideoque 



. --f-(dK^cos.^''~52cos.4T--hO(K)S.4;a?r-+-etai • -~^ 

serie per ^ a: muitipllcata et integ^rata, obtinetur quaesitum. Pote- 
ibus autem ipaius cos. ^ iflf coslimi^ 'aUgtilorum multiplonun con*^ 



cos-^/j/Cl — ^xcosi^-^rXJi^-^siA^^^Arc.tBLnf^. /^f^ 

Hl. Aj- ■"' ■■■:■ ^ -; • t~Tr?*tj- 



At per scricm Jh ^ 

ob — "^*'^'! — i:z 1 Hr ^ ctfir. ^ -f- o?* cos. jfi^ 

-|- x^ cos- 3 ^ -|- x^ cos. -4 ^ + etc. fit 

a r= J? 4- J .Vor cos. ^4- f ^^ cos. 2^-^ Ja?^ 6osi S l^ 
•4- i «^'^ cos. 4 ^ -i- ctCt 

C r 1 1 a r i u m 2. 

aiv Ai. • •% — 9*( — «cof.^-4-coj. ^■-4-si/i. ^) ., 

,<, • .».- ro». ^/j''(i — 2u? cos. ^-f-ara?) -+-sin. ^y~ ^* 



axcof.^-l-xx* 

WUio «ii«> r*'o ys=/ ;L. ' ,,eo*^4»jt« «^*^ peperitur series infinitik 
vMiii lugiulUimo cviwcAa, «cilicet 



af = S^. ^l/^Cf -^,2> co»,,^ -^ xar>5 

+ J**?i C**^" |i*<Bco«/i?^-4- ^ x^. c«&^2 ^-4-|a:*C08.V(5 ^ -*• etc.> 



i-. 



Ps b^em.a 12. 
147« FonmUam ^ificnntialem ircationalem 



4i. 



3i/ zz: a?^^' ^i ija -|r fra:")^ ptJr seriem infinitata: intifegr^e;-' ^ -^ 

• S^oiiutbo*» 

Sit a^ im:^, erit djj tr: cx^^^ ^x (i -+-~jc*y , ubF quiden» 
assumimif Sf c . no^ ess? . qjiipntitat^m |magin§riam« Cum ikitor sit 

V»-»-«-* ; — ij/.a tv.2y.aa 1^.2K.^»»-.-a^ . - 

crit iotegrtinda: '' . 

if — * V ~ ■+- ' — : • ~ — - "T 










quae series - in JiilHi%u«lll' eikcdrrks - iki&d ^ sit mimerui^ iMiger posi- 

tlTUS. " — .. ■ ., -r- ■ < - -f- - ^ - ^ '■ ^ 

Sin autem isasu, qwo k nno^crus^ pSjT, ^ iucrit qjaantitas ilQga* 
tiva, exprMsio nostra. ita est repraesentanda , * ^ i 
...... ,^ . .._. ^ .. _^ m-4-'^r— 1. - .;:. : — ; ?: 

," >(fx->;)(fi— 2VV „^ 



« , ' 



5. 



* ! ■' '■ 



«^ 






erit integrando tl 



•6 .icAPtJT.* Jrr. 



I* 






ir 










etc< 



:Si a et 6 ;«iiit nifiaieri posltiy^ iitraaue «TQlutiooe .uti iifict 

' 1 • ■ 

Xxemplum 1. 

148. Formulam 3y ^777^7^^» P^'' seriem integrare. 
Primo dx superioribus patet ~ esse y ziz Arc. sin. x qui er^ 
.tngulus etiam per serieih lnfiHitaiii exprimetur. ' lCum eiiiih fsit 

«erit 

x^ 1-3 a^^ i,3 6 x^ l.S.S.r^ar»'* '^ 



■ • ";♦;,: 



iitroque raloit '1ta\4eflmto,*.ut .eraiiekcdt jposito^ap zz: 9. 

■ •' * • ■■ - ' { 

r 

Mfiif. Si leiqfO' sit or.iSit, ob :Arp« sin. ^ 2p;-«:ei»^ 

3 

7 t J i 1_ —A. ^ *3 .S , 1-5.5 .7 , . 

1 * ~ a. 3^^ ».4.6^^9.4.6.7^^« 4.6. ft.9~^ ' 

•}Vt 11 ponatur x = j, ob Arc. ^m. | =: 3 d° —J, feHt 

^ 2i_. i.3 i.3.5 1.3. 5.7 ^ ' 

aujus .seriei decem termini additi dant 0952359 8 77> cvjus |(e;it)ip* 
lum 3|14i6i^^v? «tantum in .octava figura a yeritate .tiiscrepat* 

r 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 

i60. Proposlta hao ^bjcmiila ^y^Voc^^^»»J posito xz^uu^ 
flt 



cjl?xtt: JiJb uf? 



Q f/ **^*T . m ■ I 1 1 I ^ ■i ^ ■ ' ' ' ■■ j > I» I ♦■ 



•t/ iUU U*> /(i 4t«>- . - 

ergo 2/ =: 2 Arc. sin. u r^ 2 Arc. sin. y or. Tum vero per serieitt 
erit; r . . , 

., - tt* , £.3 u* . f.3.$ uT 

jr=:2(u-+.i.-^+--..-^^^^.-^etc.) seu 



'» **► - 






■-'*•- ■ i . . '. . Vi . ■ M 



- ' i » .' j * . . • k ' . - * i . ' 



£ X. e m p I u m ?. 

v;^ - . : _-• ■ -^'.- . ' .. . . 

i6Lr formulam pu,::m'dxi/ (Jiax-^xxy per seriem inU" 
grat^, . " 

• Fddito -iif ±!i K u, fik d^-±:^'tiud'uYX7^-*- TZuW-^ttiptv re- 

/u U'3uy^(fdf^iruy^'^^cC!hi'^ Hft^^^a/^^T» — uu): 

et per tertiam , sumendo m zz^ 1 , a =: 2a^ 6^ :;=: — — 1 y -n-zti 3^ 
ji.=: — 1, 1/1=2, fit "i-^--'- ' •:•..;••'...'.-. .-f 

. /d U / (2 a — U U)r:= i,U;/^ <2,a r-^ ^^^t^ ^f y/(Jlun ' ^ ' 

0t est' " '• ' '■' " — ■ 

■iSu' i ■■'~y' •« ■ ■ -■" ' •'''-^^^•''v, '■- C-:. : 

/ •(>a-«u> — Arc 8in. ^— = Arc. 8.n,^, ^^°^,j, .^,„, 
yMu|ic)f6(d«-HM^rr---{u^2a~4f^^ 4-fatt)/(2i^dtfiX4-44^Ar^'^^ T^ 

JCrgfl» gr=J:|Xa:-r-a) j/C2K»a: — a?ar)4-aaArc.8in. 77^. 

::■ ^ ■ . .-.: . /! " *. r ^ ' * * "f * 

Fro scrie auteuf invenienda est 3y — 3^/2^^ (* -~^) 

*• •• ■ " ■- * -■ "T 

.1.1 a?r l.t * x^ 






•V c/APUT m:« 



1 



•^ " ' 5.2a 2.4 7.4aa 2.4.6 9.'8a* ''^ 



•y- 



\ 



¥• 



(v "- y- — r- -*• T*-r • •i-T~ *^ ' ^ . -*J — 5 — ctc.) 2/2 ax. 

^* 5.2a 2.4 7.4tort 2.4.^ 9.8a* : '.:''.■.. 



t . 



C or 6 U a'T i ivm' ,1. ' 

' . * ■ ■' fc i * *• — .■ 

162. Inlcgrale fadlins Mnvenft-i patcst, ponendo irzizai-»». 
unde fit dy nn — 3i;)/(aa— w), et per reductionem tertiam 

, j^ = .C -^ 4.(« r^ «) |/, (2 o^^ a; arj) -q 1 a a Arq. ,«m. ,5=5 . 

Vt igitm^ 'fiat .c^=0^ posito i^rzT^),* -cApi^debet Cz:2iataAMCiMXi.i^ 

ita uta sit ^ * l ! 

' .. -.. ^f rii •-^i^i^x^ *^ ^ J^ (2-aa?-— .^^^ +i ^^ Arc. cos. ^^, 
Eet veyp _. . . 

Arc, sin. :j— ~ 1 Axc. cos. 



a 
< • 

\* ' Coroilariiim 2«' - - • ^^ 



i 



163, 5i BOiMnpus xz=-, fit y=: ~"^' -+-~% iicHcs 

■•utem dat '■ ■; ' '■■'■. .. '- 



. » /1 1 . .1.1 1.1.3 » 

^' 4.3 2.6.2* 2.4.7.2* 2.4.6.9.2^ ^'^ 

Mudc colllgUur 

* ^ '^ 2.5.2' 2.4.7.2* 2.4.6.9.2* ^ 

ai per superiorem est - *i 

i 1.8 » • 1.3.6 . ^ 

cx quarum combinatione plures aliae formari poMiint. ■ 



CAPUT • ra. «9 

Exemplum 3. 

t 

164. Formulam 3y zr y!/,t|^,,s > P*'' **ri«n integrare. 



Integral^' est y z= / [a: -f- y^ (1 -f- xxy\ , ita sumtura ut erft* 
aeflcat posito ia; = 0. At ob 

i^^= 1 -|.--t-^^'-^»« + etc. 

crit idem integrale per seriem expressum: 

i x^ 1.3 »* 1.3.6 a?^ 
^ 2 a ^2.4 5 2.4.6 7 

£*x e m p 1 u m 4« ' 

166. Formulam "^y z:^ ^j^—— per seriem integrare. 

Integratio dat y zn / [o? -f- )/(^^*~ 1)] qrod evanescit posito 
9^Z1 !• Jam ob 

1 t 1 1.3. iTi.h 

etc. 



^{xx — 1) X 2x^ 2A.x^ 2.A.^x'^ 
erit jdem integrale: 

^ , 1 1.3 1.3.5 

^ 2.2a?^ 2.4.4a:*' 2.4.6;fr;r* ; 

^od ut eyanescat posito x zn l^ constans ita definitur^ ut fiat: 

Corollarium. 
156. Posito xzzii -^u fit 

>/(2u-i-ia<) y/2tt^ 2' 
du . lu 1.3 uw 1.3.5 u' 

yiw^ "2*2 "*"2r4*T~ 2.4.6 '^T "*" ^**'' 

nnde integrsBdo li|bebitiii:: •■ ' 

13 



•I CAPtfT UI; 

I 1 • r 

. , , l 2u' 1.3 2u" 1.3.6 2u* , . 

^r:T-(2i/«- . — •*- — . — . — . •- h etc.j seu 

^. . 1» ^ iS.uu l,.3.S|.f<' • .♦«m/a.. 

t/ 2tlT 1 «^ « ■* -4« i '^*- — — I- etc.j Y 9u. 

^ ^ 2.3.2^2.4.5.4 2^.4.6,7.8. /_ '■ n 



^Bxempfnm 6. 

16 7- JFarnmlam ay=^^ — r-=r per urtem- imtegreife 

(i !«i— ag)*' 

Per integrationem fit 

1 ' ■ ' • 1' 

^ "" (n — » (1 -^r^* "~ tt^' • 



r' : 



(1 __ar)— *^-* — 1 ' 

^ — « — 1 

Jam rero per Mrfom est 

du= 3:r(lH>-nx^-l<^t4a:«4- »C.t;f-.)fn4-.) '^s _^ ^^;^ 

xmdt idem inttgrale ita exprhnetm*: 

. ' ■^ ■> 

na^ n(n-i-l)a?^ . n(/i-+- l)(n-4-2)a?* , 

Hinc autem qnoijue manifesto fit 
(n— l)j/-M=: 



n — I 



(1 — a;) 






rz 



15 8. Haec autem ciHa siqt^ i|imif^ c^iva, . quam. «t iis fusiua 
inhaererc sit opuSi d(iam methoffujpcL seiijeS} oKcteadi: expooiipi magis 
absconditam, quac saepe in Analysi eximiugfr if^^t^^^ fi&ismPi J^ot^at. 
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F r o bl e m a 13* 
iS9. PrDpo$Ita formula differentiali 

ejus integrale «Itera niethodQ in seriem con^rertere. 

S 1 u 1 1 o. 



Ponatur ytzin-^ htx^)^ df erit 

unde fit 

rr^-"» 9ar :r: ^z (a -f- ^^*) -+- -^ 6af*—' z^x, «cu 

Jam antequam seriem, qua valor ipsius z definiatur, investi^emuf^ 
notandum est casu, quo x evaneacit, fieri 

mt sit dzziz- ao^'^^ Bx. mwtawMB «rgt>: 
eritque 

Substituantur hae seriea lopo % et ^^ ia eequatione 

^ (a4- 6a:^) + /2|ULAa?^""' z — y jc^' zz: 0, 

singulisque terminis secundum potestates ipsius x disposiUSi orietur 
i6ta aequati^: 

myaAx^—' -4-. (m -I- it) yoBx^'''^^^^ h- <m h- 2n> va<Ja:*'''+*"^+ etc/ 
— y -hmyiA -4-(m-4-n)v6p >:zzO: 

-+-njUL6A -4 /ijxftB 

unde srngulis terminis nihilo aequalibus ppsitis , cofffHcicntes 
pcr sequentee formulas definientur: 



4 



•2 dAPUT IIL 

myak — y~ff; hinc Am— ; 

(mH-n)>/aB-h(myH-njUL)ftA=0; Bzr— ^±^>iAi 
(m-+-2n)>'aCH-[(m -i- M^j^-t-mxlftB^iO ; C=: — ^^^"^7*V'^^* B; 
(m-i-3n)>/aD-4-[(mH-2n)v'-t-nu.]ftC=:0; Drr — t(w<-»«)»"h«M> c» 

aicque quilibet coefficjens faciie ejL praecedente reperitur. Tum 
Tero erit: 

i/=:(a+6x^) V ( A x^ + B x^^H-n 4. c :r«-N»4^ D ;r^N^* -f- cte.> 

Solutio 2. 

Quemadmodum hic seriem secundum potestates ipsiua ac^ a^» 
eendentem assumsimus ^ ita ettam descendentem constituere licet : 

ut sit 

5^ = (m— n) Aa:^»-»-*. (m — 2fC> Ba7**-"*"^'-i-(m- 3n)Ca?«^*?^'H- ctc- 
quibus seriebus substitutis prodit: «. 



H (m-n)>'6Aa?'*^*H-(m-n)yaAar«*-^»-W(m-2n)y^;r^*^'-+^(m^ 
-hnjjLftA -4>(m«2n)y6B H-<m-f3n)KS:^ H-(m-4n)KftD 

^)^ -f-?i[jL6B H-njjL^C ^ H-n^6D 

Jlino ergo sequenti modo litterae A, B, C, etc. determinantm* : 
(»1 - n>* A -Hn^M-H = ergo A= (,_„/, ^,^ . ^ ; 
(m-n)KaA-^(m^2n)y6B+nK6BrO, B=: ^-5^|;_. J_a. 
<m-.2n)KaB Kw-an^KftC-i-nixftCrO, C=: . -(^-"t)* « B 
(m~3n)KaC^(m-4n)K6D-hniijL6Dz:0, D= -C^-3n)v « ^. 

ubl ll^rum lux progressionis hai*um litterarum est. manifesta. 

Coroltarium 1. 
160. Prior series idco est memorabilis, quod casibus^ quibua 
(m -H ''0 i^ •+• W[ji = , seu — ^ — J — i, abrumpitur, atque 
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tpsnm iategrale aigebraicum ' exhibet. Posterior yero abrampitnr , ^ 
quoties m—- « tn z^ aeu ^:zij denotante i numerum integnim 
positivum. 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 

i61. Uti*aque . vero series etlam incommodo quodam laborat» 
quod non semper in usum vocari potest. Quando enim vel mi:0, 
Tel /n-HWzrO, priori uti non licet: quando vero (m-|-i/i)v-f-n^;:0, 

seu - — |- 7- ^ i> USU8 posterioris toUitur, quia termini fierent infiniti. 

C o r o 1 1 a r i u m 3 . 

162. Woc yero co^mode usu venit, ut quoties altera appli- 
cari nequit, altera certo in usum vocari possit, iUtantum casibus 

exceptis , quibus et — 2. et - •+*^ sunt ^numeri integri positivi. 

Quia autem tum est yizi^ hi casus sunt rationales integri, nihil(|ue 
diTHcuItatis habent. ... 

CoroUarium 4. 

163. Possunt etiam ambae series aimul pro i;^ conjungi ho^ 
nodo : Sit prior series :zz, P, posterior vero ~ Q, ut capi possit 
tam z~P, quam z~Q. Binis autem conjungendis , eri^ zzirctP 
— f- ^ Q, dummodo sit a ^- j3 n:: 1 . 

S c h 1 io n» 

164. Inde autem, quod duas series pro z exhibemus,. minime 
8equitur, has duas series inter se esse aequales, neque enim necesae 
est, ut valores ipsius y inde orti fiant aequales, dummodo quanti- 

tate constante a se invicem differant. Ita si prror series inventa per P, 

^ - • 

posterior per Q indicetur, quia ex illa fit y zn (a -f- *a:*> P, ex 
hac vero y Z3 (a -(- bx^)^ Q, certo erit (a -4- * ^*^)^ (P — Q^ 
quantitas constans , ideoquc P — Q:ii:C(a-+-i x^y ^ • Utraqtie 



94 CAPUT in. 



% 



«cflfe«t •eries tantum integfale particulare praebet, quoniatti nultaiii 
coQitantem inyolvity quae non jam in formula differentiatt' continea* 
tur. Interim tamen eadem methodo etiam valor corapletua pro z 
erui potest: praeter seriem enim assumtam P vel Q statui potest 

ao substitutione facta, aeries P ut ante definitur, pro altera rero^ 
•Hova aerie efBcicndum est, ut sit 

-4-n|UL&|3 H-njx6y -4-njuL65 j 

unde ducnntnr hae determinationes : 

P — ^« "^» r — 9va •P> <> — ^9* • r* 

ita nt prodeat 

y a y.2y a y.2y.iy. a* ^ 

«cu « nz P -^ ix (l -f- ^ a;*) ^ , hincque 



^zzzV (a^ bx^)^ -4- a o^ ; 
quod est integrale completum quia <K)nstans a mansit arbitraria 

Ejtcinplutti .1. 

165. Formulam oy ziz Yjrjz^g^ ^^^ modo per seriem inte^ 
grare. 

Comparatione cum forma generali instituta, sit azzl, A~— 1, 
m zn 1> n zi: 2, jul ~ 1, y zn 2: unde posito y zz: z/ (i — xx^ 

prima solutio ^ 

z~kx-\-Bx^-\- Cx^ 4- Dx^ + etc. praebet 
A — 1, B — I A; C zz I B; D — ^ C; E izi | D; etc. 
Atode dolligimus: 



eAPUT lil. 



Mfi 



quod integrale evanescit posito x zzz y est ergo'*y sn Arc. rim Jr^> 
Altera methodus hic fruafra Jtcotatur^ Qb ^ •+ ~ i:z: i. 

' ••^ ' G o-ro 1 1 a ri u Jn , t^ - 

• l#»'<HMit(o «tzs < , Mnctettir tiiio fieri ysrO, ob /(1— w)2<^t 
at perpendendum est, fieri hoc casu seriei infinitae '«nmmaini i|^i)l-< 

tam, ita ut nihil obstet , qup.minus^ fit vp:;.--. Si ponamus xzzi, 

?.4 ;■ 2.4.6 

3.4 • #.5.4'^ 3.5.7.4.^ 






•;V3 



. ^ 4 



C o r o 1 1 a r i u m 2. 



f 



,^67;/^ ftiaiiU ipodo' . projj^osittt fcjfmulf^ 3y 



• • • ■ . ' t. .^ ■ • 



ft ■ -• 



^i 



7(7?fc^, '?P«,?^ 



I , 



(^ 



X' 



-JZ j;» ..i.i^ — J - t?' 






x^ -f- etc.) y XI -4^ ar jp> 



.# ^ 



^i 



£xempttim 2. i. 



Sx 



Iff». Fomadam 3y^;;777~^ hoe modo per seriJm in- 
fegrare,. 

E«t efgs» «iSlO,, »5;: 2,. f«L,=;5 f, i/.:^2^ ac=i, ^ 6:;=p— 1 , 



titendum: igitur est altera serie sumendo ... 

z =, yTTT^r^^ zizAxr^-^ Bar^ -»- (^«•'■•^-f- Da:^^-^- etc 

aitque ...... 

A. =: 1 ? B rs I A; €'== | Br P =Ef Cj «tei '^ 

Hinc ergo coUigimus: 

i 2 2.4' 



•s; tji 



ff=( 



2.4.6 



OCX «jwE* 
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At integratio praebet y = /^ — ^» * »' ^"^ .valore* coQTeniaat, 
qiua uterque «vanescit posito xzzi 1« ,.;..:;• 

C o r o 1 1 a r i.um 1. 

169. Cum autem h)iec series non convergat nisi capiatar 
je>- 1; bo6 autem casa fomula y^(l — -a?a?) fiat iiiia^njiirMit iiaec 
aeries nuUiui est usus. 



Coiollarinm 2. 

dx 



f? 



170. Si proponatur dy — ^. ^ ^y eadem pro y teries 

emergit per. }/-»— 1 mullipiicata^ eritque ^ 

• , 1 3 2-4 2.4.6 : 

^ ^xx 3x} 3.bx^ 3.6.7V ^^^ ^ 

I 

Posito autem -F = ^i ent 3 y = y> 7"— « u) » *' y = C — Arc. sin. u , 
aeu ynC— Arc.sin. ^: ubi siiini opoitet^ C^r d^ '* ^rfA sfertia i 



X 

evanescit posito o^zioo: ita ut^sit y ::irr- Arp. sin. -, quae cum 9bt^ 
periori conyenit statuendo -^i>* 

£.x e m p 1 u m 3« 

U X 

171. Formulam dy=i -^ . , t Aoc moifc p<r ««ri«m 

. y/ (a -+- 6a?*) '^" 

integrare, 

■ E«t bic?»r=4, n=4, juurl, )C:2, ideoque posito ^r:z/(a+6a;*>, 
prior resolutio dat .; 

« = Ao? -H Bo?* -f. C«^ -4- Da?" + etc. . 
existente 

A - i ; B z: r:?? A* C - ^Il^ B- D - "" ^ C- etc . 

ita ut sit 

,a? Sbx^ 3.76V 3.7.U*^a?*^ ^ ■ , 

n 6aa 6.9a* 6.9»i3a^ / r ^ » 



f 



' . . CAPUT ra. #f 

Hie autem qtioquie altera resoliitio locum habet, ponendo 

I 

'^Xistente 

A = ^; B=:^;A; C = =^;B; D = =^C; ctc 
unde* colligltur: 

.1 3a , 3.7aa 3.7.1 1 a' v / . i 

quarum aericrum iUa CTanescit posito o? =; Q , haec rero 



x :zz oo. 

Corollariuml. 

172. Differentia ergo harum duarum serierum est consta^i 
scllicet : 

X ^Sbx^ 3.7*V^ 3.7Aib^x^^ 

etc. 




a 6aa-r b.^a^ 5.9 .13«^ ( /;^-rr 4 






^n^ •■ 



te* 666«^ ' 6.^6»«" 6.9.1«**»** 



,^c. 



CoroIl«riam 2. 
!l73. H«« crse binM 9erj«6 coUfKeQd» .ba)»^lms 



o6a?* *' a'&'x' &.9 * V6V* yVH~*^ 

ubi quicunque y«lor ipu a; ^ibuatiir, pro C HifBp^ ^dem guanti> 
tas obtinetur. 

C r oll ar ium 3. 
i 74. Ha ai' «t = i et bzsLt, ezit hoee «eriet 19 /il-f^ 

13 
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!-»-«<* 3.7 1-4-a?*® N ^ , 

€um igitur posito x zzl i, fiat 

c = (.-j + |:.j-?|:;i+etc.)2/2. 

huicque yalori etiam illa series , quicunque yalor ipsi x tribuatur ^ 
eat aequalis. 

Corollarium 4. 

175. Haec postrema series signis alternantibus procedens, per 
diiferentias facile in aliam iisdem signis praeditaiQ trftasformatur , 
unde eadem constans concluditur 

C = ( 1 4- i + l^ -h :^'4 4- i^t"^- 4- etc.) /2 , 
^^ V ' > » 5.9 ' 5.9.13 ' 5.9.15.17 ' / r » 

quac series satis cito convergit, eritque proxime C =: -^. 

S c h o 1 i o n. 

176. Ista methodus in hoc consistit , ut aeriea quaedam indd* 
flnita flngatury ejusque determinatio ex natura rei dfrivetur. £j«s 
ttsus autem potissimum cernitur in aequationibus differentialibus resol* 
ycndis; verum etiam in praesenti instituto saepe utiliter adhibetut. 
Ejusdcm quoque methodi ope quantitates transcendentes reciprocae , 
ycluii cxponcntiales et Mnos cosinusye angulorum, per series expri- 
ninnluri quac ctsi jam aliunde sint cognitae, tamen earum inyesti- 
gnlionrm prr integraiiohem exposuisse juyabit, cum rimili mudo alia 
praoclaia crui qucant. 



Problema 14. 

17 7« Quantitatem exponentialem y := o* in seriem ctmyer- 
tsre. 

S o 1 u t i 0« 

Snmlis logarithmis , habemus /^ = xla^ . et differentiando 

Y.rrr).i7r», ficu j^~y/a: unde vaiorem ipsius y per seriem 

quMwri oportct. Cum autcm integrale compLetuu latius pateat, no^ 
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tetnr nostro caraponto x ir: O, fieri debere yziz i\ qnare fingatur 
haec pro y series: 

^ =: 1 ^- Aa? -h Bar' -|- Cx^ -\- Da;* -f- etc 

unde fit 

||z=A4-2Ba?-|-3Ca:*^-4Da;*4- etc. 

quibus stibstitutls in aequatione ^ — yla r= 0, erit 

A-i- 2Ba?-i-3Ca?*-H4Da:*-f- 5Ea;*-f-etc. > - 

— /o — A/a— B/a —Cla -^Dla — etc. ^ - ' 

faincque coelBcIentes ita determinantur: 

A=:/a;^B=i|A7a; Ccz:iB/a; D=:iC7a cttf: 

sicque consequi jtiur : 

, a?/a ^V/a)* x\la)^ rr*(/a)* 

^ 1 1.2 1.2 3 1.2.3.4 

^uae est ipsa serlejs notissima in Introductione data. 

S cii o liron. 

d78. Pro slnibus etcoBinibus angulomm ad differentialia secundi 
•gradus est desdendendum, ex quibus deinceps series integrale referens 
elici debet. Cum autem gemina integratio duplicem determinationem 
iTequirat, aerjes ita est fingenda^ ut duabus conditionibus ex natura 
rjei petitis satisfaciat. Yeinim haec methodus etiam ad aiias investi- 
gationes extenditur, quae adeo in quantitatibus algebraicis versantuTp 
a cujusmodi exemplo hic inchoemus« 

ProblemalS^ 

1 7^9. Hanc expresslonem yn:[a:-4-|/(l -j- xxy\^ in seriem, 
«ecnndum potestates ipsius x progredientem, convertere. 

S 1 u t i o. 

Quia est Iy=znl[x+y/(l^xx)] erlt ^f=Z;^^; 
jam ad signum radicale tollendum sumantui: quadrata, erit 
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<i-H>^>d|^r=nn^lfd«^.> Aeq«atio, sumto d» eonstaKts» domo 

difierentietur, ut per 2dy diTiso prodeat 

unde y per seriem elici' debet Primo autem patet , si dt « ZS 
fore yzniy ac si a; infioite psrYHm, y:^(,i-^ x)* :=: 1 -|- nx, 
Fingatur ergo talis series: 

y— 1 -(-na:-t-Aar*-+-Ba?^-i-.Ca:*-HDa?*^Ea?*4-ctc. 
ex qua coUigitur : 

l^ = n -t- 2*Ax 4. 3 Bxx 4- 4 Ca?' *-f- 6 Da?* -f- 6 Ea:* +• ctc. et 
|y^=2A-|- 6Ba;-|- 12Ca?»-+- 20 Da?* -h 30Ea?*-<-ctc. 

Factft ergo substitutione adipiscimur : • 

3A-H6Ba;'^ t2Ca?arH^ SODar*-»- 30 £»*-+• 42Fa?* -4- etc." 

-41* 2 A -*o 6B •t-12C H-20D -h etokj 

-f. nx^ 2A -i- 3B •«. 4C -I- 5D h- etc.| 

^nn-^n^— An* — Bn* — Cn* — Dn* -♦- ctc. 

hincque derivantur sequentes determinationes 

A = 5*j B = lfei^ C=:^i^-4i; I>=z^i^', ctc. 

ita Ut sit 

^^._- nn '^ nfnn^^iy \ nn(nn — iO 1 nCnn — Ofnn — o) 4 

•^^ 1.9 1.9.3 1.9.3.4 i.9.3.4»« 

^ «*('** -4) (»*•-'*•) ^6 ^ n(iti»-0(n»->-g)(n»-t5) ^7 _^ ^^^^ 

I.4.3. 4*^*4 1.9.3.4*^*6.7 

Corollarium I. 



1 8 0» Uti est y ir: [x -4- V^ (1 -f- xx)Y f si statuamus s m 
[— vP "i- ]/ ( t -|~^ x :y)Y I P^^^ 2 fiiimilis scries pi^odit , i& qua x 
tantum negative cftpitur,, hinc ergo concluditur : 

y±^=:i^^rt^x'^ nnQM^^ ^4 ^ n n (. n -4) fnn--*^> ^g ^ ^^^^ ^^ 
d '1.9 * 1.9.3.4 i.9.3.4*^*<^ 

T—^ — n^r -4- ^Cnn— i) a j_ nCnn— 0(nn- 9) 5. 
9 "^ ^*^ T^ 1.2.3 •" 1.9.3.4.6. 
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Corollarinm. t, 

181. Si ponatur a? = }/ — 1 . sin. (p , crit y^(l -f-«*i 
ZZL C08. (p; bincque 

^Z=(CQa.ClH-/— '•«n«4^*=«>8.w(jH-/ — 1.8in.>4>, ct 
z=(co8.(I>— / — 1 .8in.(P)*=:co8.n(}>-^/ — l.ain./i^)! 

nnde deducimus : 

co8.n(t)=l- ^ 8in.([)V !?LCl!!t^ 8in.(b*- «"(«"t-^Knn-jj) ^^^^^^ ^^^^ 

■^ i.a ^ i.a.34. 1. a. 3. 4. 6. 6 •^ 

sin.n(p = n sin. (1) — lOULzi} gin. 0» -+- "("«--K""'-»? ,in. (t)» 

^ ^ i.a. 3 ^ ' I. a. 3. 4- ^ 

C o r o 1 1 a r 1 u iir ^^ 

1 8 2. Hae series ad iiiultjpIicatrQaiem angulormn pertinent » 
atque lioc babent singulQjre. ^ quod prior (ytntum casibus ,, quibus n 
est numerua par,^^ posterior verc^ quibus ftt numerus impari abrum« 
patur. 

Fr Q>1> tent.a^ 15^ 

183. Fropo«ito angnto) ^ tftm: tji» ainwt quant cotiatim per 
amkMi ivinilam eipcimao. 

Solutlow 

Sat irrrrsia. (|> et 3 3:coa.$i, efk 9^8»=^ ^^^^l/C* -^ yf 
ct 3 z zzi: — d (J> y^ ( 1 — s^). Sumantur quadrata 

aj/^zziaCp^Cl — yy) e« ^«^zn d(|)" (i — sz): 

differentietiiir aumto ^0 conatante, flotqne •* 

sicque ffetz ex.eadem- aeqnatlone deflhiri oporte&. 9ed pro ynsin.^t 
observandum est, si evancscat , fferi yzrrC|>; pri> zzzicos. 1 
▼erum, sl evancscat^ fieri s ~ * — C^ ^>» ^cu s^ zzr f -f- Cp 
Fingatur crgo r* 



/ 






^ = (t -f- A (l36 -H B (^^ 4-C'C^' 4- etc. 

i» "'■ ' j ■■ 

netque substitutione facta : 

2> 3 A (j) -4- 4. 6 B (J>' 4- 6. 7 C (|5* -f- etc? --. ^r^ 
4- 1 ri*- A + B ^ 

i.2a4-3. 4f3(J)'-f-5.6y<J)*-|- etc.j __ ^. 
unde coUigimus : 

"^f;; P=i=-:i Y=i^= s-ri! "<=• 

iinde series jam notissiVnae obtinentur: 



j ■• * • t 



^m. d> — $ — -^H —, — -4-jatc 

^ 1 1.2.3^1.2.3.4.6 1.2 7 

C08. q) ;= 1 — -^ -f. — -^-- ^- -4- etc . 

^ 1.2 1.2.3.4 1.2 7 "^ 

S cli o 1 i n.* 

184. Non opns erat ad differentialia secandi.gradus iescen- 
dere: sed ex formularum y ziz sin. etzzzz C09. (}) differentialibiMi 
quae • sunt dy ziz zd (p et^zzz: — yd^P 9 eaedem series facile 
reperiuntur, Fictis enim seriefbus ut ante yznCP-h-ACP^-f-BCP^-f-CCj)^ 
-HCtc. et zzzi -4- «Cp^4-pCp^ -4-yCj)^4--etc. si*stitutione facta^ 
obtinebitur : 

ex priore 

1 4- 3 A Cp' -fi.6 B (p* -h 7 C 0^ 4- etc^ 
-~1 — . a < — p . — y 

ex posteriore 

2a0-+-4j3Cp^4-6Y<I)^-j- etc^ _ ^ ^ 
+ 1 ^ A -H B 

unde colliguntur hae determitiationes : 



5=' 
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»— ~*ir-'^ — 3»P— 4>*^— 5>T— ^ ^ ^ -^y ^ 

ideoque 

— .««. J-.. B — -4- ' . C — ^— - ' . ^fc 

9.3' ' -flr. 3. 4*6' ' a-.d.^* 6. 6. 7 ' 

qui valores cum praecedentibus conveniunt. Hinc intelligitur, quo^ 
modo aaepe duae aequationes simul facilius per series evoiyuntur ^ 
quam si alteram aeorsim^ tractarie yelimuB»^ ^ . 

Froblema IT. 
185. Per seriem exprimere valocem. quantifatis^^, qui satis*- 
faciat huic aequationi . .^, f — ^ — ^/x^l — ^» 



' . . ' ,? • } h 



» t • 



S I u t i ow ^ . . 



♦ b o)i.i ff> 



Integratio hujus aequatlonis suppeditat i , 
imde dedttcimus : , . 

canatantes A et £ ita capiendo, ut sit Ak^izz./i Hinc dis< 
si X sumatur evanesccns, fore 



r • 



- ' r 



nV;b .1 nVb 






V •* s 
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▼el poiito y = AH-Ba?j cnt Bzs ''^^^^^"^ ^ ita «t coastans 
B definiatur ex constante 

nVb nVb 






^=^wr-<W'} 






«Vft 

Nunc ad seriem inyemendam, aequatio proposita, sumtia quadratis 
m m </H- fl^^^) d ^ = nn (a H- 6y y) 9a;% 

denuo differentietur , capto 3 o? constante , ut facta dirbioqfi per 
3 d^ piiodtat : 

mm^b^by i/^g xx) -^mmgxd xdy — nnhy^o^zn 0* 
Jam pro y fingatur jsenea: 

qua substituta liabebitur 

2mmfC -H tmmjTDx -+• iTtmm/Ex^ -f- 20mm/Fx^ 4- etc. 

H-- 2mmgC -+- 6mmgJ) . h- etcJ 

•♦• mmgrftB h- 2mmgC •+• ZmmgJ) h- etc. 

— nniAi-^ nnd B — wi6 C — nnft D — etc. 

Cum ergo A ^ B dentukf « reli^ae liMerae ita detenninantur : 

^— ..5min/ "> *•— i.4mmy ^* 

*^~"^ 4.5mm/ ^? Q=^' 6.6mm/ *^^ 
u _^ »mi — iSmm^ x> . -r —— *** — 36mmg ^ . 
"^ ,#.y\mm# ^> ^— ' y.8mm/ ^? 

licqut terits pro ^ fflit cbsnita. 



9. 









i86. Functionem transccndentfm'^^'*^j^ j^^ secim^ 

uum potestates ipsius xprogredientem exprimer^ 

Ponatur y3S::#^^^&^ wrH^j/i^nir^M^rw.sakir^ ^ z=z 

^ X l c ^ 

ddy (1 — XX) — xdxdy — y^a;'* (/O^sEsOi • lOfaaaii^Btir o 9a#» 



y z=z \ ->r xlc'-\- kx* -f. Bx' + Ca:* 4- D«?.-V ^tc.'! flua, ^ubsti- 



tuta habebitur : 



1.2A-+-2,.3.B^^- 3.4Ca;^H^ 4. SJy^x*-^h. 6 t x^ 



— 1.2A — 2. 3,B — 3. 4 C 



0. 



/—/<?,,. r- ^A -r 3:ti -j_ 4fC , 

^ (/e)^ ~ (ri*^ ' r A (tcf ' r B (/5/ B-c (/cj^-^ 

Unde ,,];i^lig[ai ^oefBcienies^ ita de^niuntur : ^ ^ 

/^ 4.6 ^' * 6.7 ^' "®* •« 

. 'y('+'y7)(9+'yV) _5 . 'W (^+^yv^f^g+vv) ^e- .*« 

• ..-'t 1»^ n ri..nif«(> ^jmcT?.,:, rr;j;nBt r/«t?? -^irtiv r.r/O f«^ 

»!.• T»:-» . r.'> i.'.: •' • * ifW^-ttt ii'l ||*Wi''' te " ' ;iM'i",'" -• ' ?'~rtJi 

Ponalur y r= «n. nCp, ac notel^ ^eriA^scenfe (p, ^en ayrfq) 
et y :zz«)4) ;;;;,« af^ li»e <«b' y-c3 lO tV^na:; ^»»4:-^^ «€«61 quaesi- 
Ue iniUum.^i, )^^ .Mitcjp.jeiL i j ;; (, ~ v -^ •''^- - * \ — . 

14 



% 



lo^ tkfVf Itt. 

et iumtis quadratis 

«f^re fingatur haec seri^s 

foa Sttbstituta babebitur : 

3. 3 A a; -f- 4. 6. B «* -|- 6. 7 C ar' 4- 8. 9 'D.x' 
\ — 2. 3 'A ' — 4. 6 B — 6. 7 C ..« v — n. 

— h — 3A — 6B — 7C 




•n* +nnA -f-nhB -+• n n C 
tJnde Ihae determinationes coliiguntur : 

ita Qt sit: 

iiYe 

Scholion* 

188« Quia haec series tantum caslbus, quibM n est n um e rns 

hnpar, abrumpitur, pro paribus notandum est, seriem commode ex- 

priroi posse per productum tx sin. ({) in aliam seriem , secundum 

eosinus ipaitas ({> potestates progredientem. Ad quaib iiiTeniendam 

' ponamus cos^ (|> :=; u, fitque sin. nt^zn^ sin« ()> = 9^" (1 -^ u^); 

,,Widc ob d(|)i=: — vTTirriV ^*' differcntiaudo 

— nd ttcos. n (P:=id« C^ "— 'Kii)^aM(^tt, * 



■-:.>-ir.- 



■^: 
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qttae, sumto ^u constante, denno difFercntiata dat: ~ ^ W?-^ttJl 
— dd^ (1 - ww) - 3u9ad«^— zdw^::: — nn?du*, ob y^r^r^) ^ ^» 

Quooirca aerles quaesita pro z :z: ^^^^^ ^^ hac aequatione erui 

debet 

. ■ ■ . . . ^ .... - . 

^ * ■ ■ ' ' ■ * ' * 

adz(i — uu) — - 3ttdii9z — * zdu^^-nnzdu^rz Oy 

nbi notandum est, quia u ^ cos. evaneseente u, quo casu sit 
4^z= 9 0^, fore vel zi:^ ^ ai n numerus par, vei z nr 1 , si 
nzz:4a-4-l;velzzz: — 1, ain2z4a— 1. Qui singuli casus 
seorsim sunt eyotvendi : et quo principium cujusque seriei pateat , 

:cos.(J)i 



sit (J)i=:90" — 01, et evanescente to, fit u 
tfin.n0::^siii. <90;n-^nai) = z« - 



Mi 9m.(P:=z^U 



A 



I. si n 

n. si n 

IIL si n 

IV. si n 



Nunc prp casibus singulis: 
-4^ . . fij; zz:^ — sia.ntti r: 

4 a -+- 1; fit z ~ cos. nft) :^ | 
4a^-2; fit z±zsin. noazn 
4,a -+-3; fit z zi: — cos. n(A 
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1 A designet functlonem algehrakam jpsiu3.A:r| laToiUM^i^^ 
formulae Jid x l x^ 



— . j 



QiAfe«TOrmttgWfe/X^, qtmd sit rrZr, W cufti quantitatis 
Z / a? differenUafe 'sit zi^tx -+> ^ i erit' Zlx ^f^dLix -^f^r • 
ideoque . . . . r 

Sicque integratio formulae propositae reducta est ad mtegrationem 

hujus ~- 9 quae^ si Z fUerit functio algebraica ipsius x non amplius 

logarilhmum involvit, ideoque per praecedentes regulas tractari po* 
terit. Sin autem y X y!f 'ftlJSIHlKIP^TWlffi^ nequeat ^ hinc nihil 
subsidii nascitur, expedietque indicatione integralis yX^o^/ar acquies* 
cere, ejusque valorem per approximationem investigare.^ 

Nisi forte sit X zz: ^ , quo casu manifestu dat f—lx zzz 

lilxf-\rG. 

C r o 1 1 a r i u m f • 

190.. Eodem modo , si denotante V functionem quamcunqne 
ipslus* x^ proposita sit formula Xda:/V^ erit existente y X d x z: Z^ 

ejus integrale zzZ lY — f "y- > sicque. ad formulam algebraicaniL 

leducitur^ $L moda Z. algebcaice detur». 




CAPUT.m t>t 

' <!oroliariuTn2. 

191. Pro casu singulari — I x notare licet, si posito fa^ zr U^ 
fuerit U functio quaecunque algebraica ipsius k, integrationem huju8 
forroulae — -^ non fore difficilcm, quia ob ^:zdu abit in UdM^ 
CUJU8 integratio ad praecedentia. capita refertur.. 

5 c b o I r o nr»^ 

192. Haec reductio innititur isti fundaraenlo , quod cum sft 
"B-Tifzydc-^x^t/^ hinc vicissim ^dX xtfzfydx -^- /xdn^ ideoc^e /ydooz: 
xy-/xdy^ ita ut hoc modo in genere integratio formulae //^o; ad integra- 
tiohem fdrmulae x^iy reducatur, Quod si ergo, proposita quacunque 
jferiBula V^ r^ funciio V in duoa factorey, puti VnPQ, resolvi queat, ita 
ut integrale ypdaji: S assignari q;ueat, ob Pda?i:3S, erit Vda: — 
ifQ^dx z: Q^S» hincque /Vdar r: QS — /ffd<2. Hxrjusmodi rcAictio 
inaignem usumn affert^. cunt f«nnuta /SdQ simplicior fuerit quam* 
l^roppaira. /y^dxy eaqtie rnsiiper^ aibfiU; modb^ad aittplknoremv rtducl 
queatr Interdum etiam; commode evenit , ut hac methodo» tandeni 
ad formulam propositae ^ifliil^^i^^perveQiatap: , quo casu integratio 
pariter obtinetur. Veluti si ulteriori reductione inveniremus /S^Qr; 
q^LfL n/t^^ar, foret utiqne' /V^ifr^Q^S- — T -t H/ Vd arV Hincque 

yrdj^nr^^. Tnitr igitur talfs rcductio^ iifsignettr p»tc«t«|: usmBr 

cum vet' ad fdrmutam srmplunbremj. vel ad eandem^ petd\MfIl. Atqtti^ 
cx bo4fe prindipio pratjcipuos casua, .quibus'. formida: l/i^xlx\yt\ inte- 
grationem admittit , , vei per seriem: commode exhiberi pbtes(g. ^yQ^^ 
'vamua. 

E"x e m p lum> f.. 

£ 9 3^ Formulae AfferentlalU x^*d x Ix . integrale invenire 
denotmnt^ n> numMuw ^uemcunifufi 

Giftm ait /ap^drp =-— ar*+V "i* 



.% 



119 O A P tr T IV. 

ideoque 

5icqae haec formoU absolute est integrabilis. 

Corollarium 1. 

i94. Casus simpliciores , quibus n est numenis intager sire 
positivus sive negatiTus, tenuisse juvabit: 

/dxlx zrzxl X — x; f — Ixzn Ix ; 

^ XX X X 

fx dx/ar~JxJ?/a: — {«x; f—rlx "ZZi^-— /a? — 

X 2xx 



"d X 1 
/*• dx/ar = |ar'/ap — Jar'; f—^lxz^. -|'« 



/*' dar/* = 4 X* /ar - ^x*; /|^ / * = — -i, /a: 



X* 3x* 9x** 



CorolIarinm2. 

^- / am: |(/ :r) , qui est omniao singuTaris , 
}am supra aQQOtavirouS!» sequitur vero etiam ex reductione ad eatt- 
lism ibrmuliim. Namque per superiorem reductionem habemua 

f^J^ixzzlx.lx ^flx.dlxz=.(}xf^f^^lxi 

hinoqno 

a /'J* ix=zO x)\ con^equenter f^lx=:iOx)^ 

Exemplum 2. 

IU(i. Fonnulac ^Lrl^ integrale per seriem expHmere. ♦ 
Kdflnrlinno anto adhibita painim lucramur, prodit «nim ; 

/ ^•f /*=/—«. /^—/^/r^- ^^- 



Cum antem sii i ' 

/ TT^ =r a? -f- J a?" -f- 1 a:* -4- i a? -f- etc. erit 

ideoqne 

quod integrale evanescit easn xziz , etsi enim / x tum in infini* 

tum abit, tamen / ^^ zn x -f- 1 ^^ -h f ^^ -f-etc, ita evanescit, ut 

etiam si per lag multi^licetur, in riihilum abekt, ' est7 eidm ib genere 
x^lx-zz posito xzizO^ dum ri numerus positivus. r 

CoroIIarium 1. 

197. Si"poilaniu6 I — rrnzw, fit ^ . .lu: >;;( i 

ideoque , , . ^ . ; , n 

«pue^ nt etiam casu o? i: seu u li 1 , evanescat, capi debet 

C o r 1 1 a r i um 2. - 

1 98. SumtQ ergo i — ^^ ;mi. seu x^uzzi^ aeqcuilea enmt 
inter ae hae eipr^ssiones^: 

-— Ix .lu — ar— *Ja?*^ — ^x^ — ^^a?*— ete. 

z: — j tt'' -4- u 4- J 14^ 4- j u ^ -f- etc. 
acn erit ir - - --• 



v 



■ir 



• 1 . » 



Corollarium 3. 



• • 4 -• 



199- ^aec series' maxime CQQiiVcrgtf,' ponendo a;'=ttZ:i: hoc 
«rgo casu habcbimua ..mi:»? :,:j4:, ct i^^ ;.i i.yj^< i.n 



^. 



«HP ,«r A PiU T; fl^ 



Hnjus ergo stl-fei •• ' •''»':: I - *» ' t • - . -'-. v 

summa habetur non solum casu xz: i , quo est z: -7- , sdl etkMi 

casu^^orzrj, quo e§t z: ^ it* ~iV7 2/. ' * V ^ ^' . '^ 



4 ■■■ 



I 



liu}aw acti«- ' 






cujus lermijous generalis i:*--^p^~, .'6umn|a ^^^r-v#r*fl 3^Ti|l neque 

▼ero hinc «eriei or -V i ^ -4- 1 ^ H^ fj * uH- ^*'~ blA^Jjasus ^ ^ | 
ct a:r:| seorsim summare liceL ^ o!»m%:!h 

£ X e m p I u m 3« 

201.. J^4^nmulM j ; j^y p / ;p. inte^rrah ifm^&^ -Jdfmque in 

serieni convertere. 

Cum sit /^.r:;^, erit » '- 

undc colligimus integrale % i • ' i .. 

ita sumtum. * ut' evatiescat '^ositd r t .'+' - '- • t^ ^ 

'^^Jam^pto 8efie,commodissime inYcnienda, statuatiu: 1 — j?z:u, 
et nostra formula fit 



Quocirca integrando nanciscimur: 



d liiu^viiill l c J ' . 'ri 



«^ 



CAPUT If. :i^|9 

/<l^a:)* ^ ^1.2 2^ 3,4, 4.5^ 

quae expressio ut etiam eyaneacat, fkc0 m:^Q «i^u u:;^i^ ^I^MH 
tet ait : 

C — ! l !-•'_ -! etc — — I 

i.a a.5 .5.4 , 4.4. 

Quare ob x — 4 . — m, obtmebimus T 

u u* u« ti* ^ , (l«ii)/tt-i^ . 

1 1 H- +-etC. ZZ 1 -^/ll^H v ■■ ■ . , rh/iO 

1.2 2.3 3.4 4.6 * 



I • t • I ' t /' 



G o>r jrl<l AriiOm i. 



at posit0 n^xx^iit' 

At quia per seriem ' f 

eril ctiam 

C or oltiiri«iti S. 



t > 



»'•-1 



• < • r 



20A. Sl ergo ifiiiltipliceiinta ]^ ^, «<Hp«Mnii]|;r ,.\ 

2.3 3.6 4.7 6.» 1— ]/u «^' 

quae, summa est etiatm' 

Quftre «umto «=5 1« «4> ^l.-^— yv),/(| •--^«0=;: ft, «i»*; : * W 

16 



«Ii4 «APt/T nr. 






PVobPenya . 19. . -^ > 

204; $i P^dlenot^ iuncHoiiem ipsius x^ iartnirt integralc 



* : 



S o I u t i o. . 

• • • " 

Per reductionem 8upra mpnstratam ' fit 
^ihc 81 sit/^— ^=:Q> «rit simili niodo 



^ 



t 



fll^ (/ar)-^ = Q (/a?)«^» .- (n — 1 ) /^* (/a?)«-«. 
Quo modo 8i ulterius firogredimur, i haeoqud integralia capere li 
/^ = Q;/^ = R;/^ = .S;/i|£=:T;<ac. 

obtinebimus integrale quaesitum : 

/dP (/«)» zr P (/a:)» — nQ (/rc)»— ' -4- n (n — 1) R (/j:)' 

— n (n — i) (n — 2) S (/*)"—' -|- .etc. 

f r 

aa ai ezponens n fuerit' numerus integer positiyus, integrale forma 
exprimetur. 

E xemplu m I. ; ^ \ 

205. Fotnmlae x^'ddf<ixf int€ffraU^assi^narc.\( 






Hic est it =:;: 2, et P zz: ^—4 hiac Q 






«17 — • 

ct R =z _ — j-^ : nnde 4M^igiqiiB 



(m-f- O 

* t 

. VttdL ^tegraie eTane8cit posito x z^ O^ dum sit m-i- 1 > Oo< 

Corollarium 1« 

2*«. Hin6^ powto ar rr I , fit /ar^ dx (Ixf =S (S^l)l- ^* 
praecedlbatibiis autem patet^ si fotmxA^ fx^dxlx ita imegretur, ut 
> tyanescat po8i(o a?^0, tum factq xzz^i^^tri fx^dxlx:z^^i^. 



<. • 



CAPUT IT. jjfk. 

C Ort ;l:l.* r J u m f . 



207. At si aifr m=s— nl, ut habefttnr ^ </«>', erit ejps in- 

t^ale / ^ (/a?>^r=|(/<r)^ qui solus caaut ex fi[)n|i^uia ijeaen^ ett 
ipiendus. 



.M • ' . '. 5 4 - « * 



Exemplam ' 2. 



is 






208. Formulae a?*^' 9:r (/a?)^ tnte^rale assignare. 

Hifc est n =r 3 et P — — , hiric Q zz — s ; R sz — ? et 

m m irr 

tfWkHI -■',.'! 

: — {Z ande integrale quae^itum fit 

' .r/r)* ' a(£r)* 3.2/a: 3. 2. 1 

. > ,mk m m* • o m^ r»' 



t < 



qaod integrale eTanescit^ , posito a:=:0^ dum iit m>0. •: - i. b 

• Corollarium 1. , 

•^ ^' 209^/Qiiod si integrali ita^/aui^to^ ut evaM^cat j^LLo x:^Q^ 
ium ponatur xziz i, erit : 



• ^i^ '- 



i 1 12 

/x^«da?zz:-; /ar«-'da?/a:z:— /-5;/a?»^'da:(/a?)*=H--Vj ^ 

m ' • ~ m • m* 

12 3 

m^ ' , , 

' ♦ * I • '.. # >j ;.. • .,.1 :t I ' /▼: . . 

■ m 

Corollarium 2. : .1 t* * • 

• • ... 1 

210. Casti autem-mc:^ 0, erit ir&tegrale. / ' ' *^- V 

■ • » . , ■ 

quod ita determinari nequit, ut eyaneWat posito x ZH 0; oporteret 
irnim constantem infiaitam adjici* . Hoc antem integrale ' qvanescit 

tf 



^x«i«plii-m J; 



-P ii i^ FohmOac af^^ ia:iilig)^ inle^ral& ouigmaN^ ^ 



' ^Mlliicf 'Sft>:±>^; crit a — ^; lt = ^/5r=^i e^^^ 






integrale quaesitnin prodit 









/x^* dx 

V m . ^ 

'n (I» — 1) (n — J) (/^*^» , 

Castt •utcm m = 0, est /-' (Ix)* ==. -^ (/a:)*-*-». 
^ r . > CorollariuQi l^ 




r , - • 




2ifi Si m)>rO integrate assignafum evanescit^ posita xznOc 
ddncepa eigo^^L auiMtBirficjir t^ erk kiitegr«kt .. , .; l. ) 






m' 

«bi tf (^tMt -^ ta!«t^ 8i n ait mifndraa par,^ infiitiut tttro *^ ti ra 
impax, 



• 



C r oU arium: 2.. 



213.. Haec ergo ambiguitaa tollitur^. $t loca Is scribttur 
— / ^ ; tum enim integratione eodem moda instituta ^ positoque 

w :zz i^ fict 

S c h o I i o n. 



^ 



9i «)lpoW«M n ift numerM firtMw ^ intrgrale inyeiitii 
infinitam exprimitur^ veluti si sit n =: — |» reperiMr 



# *f 



»•> 



CiAFurr if, 111 



- ^.j 






, 1.3. 6 , \ 

-^ ^ «-^ '■ ' ■ -^^ etc* 1 ^ 

qxtftc ^rasTit, <|iuilcuu9 inithx x di\x ftd i cresccrc i 
modo repraesentari potest: 

/a?*-'dx a?* /1 1 i. 3 

i//i*' i7/T \m "*" 2 m* /a: "^ 4 m' (/») 

i. 3.5 

8 m* (/a?)' 

Si exponens n sit negatitus,- etsi integer, tamen integrate inTentun» 
in infinitum progi'edit}ir : verum hoc casu alia ratione integrfttioncm 

CUJU8 integratio nuHo modo simplicior reddl potesL Hanc erga 
reductionen^ se^uenti problemate doceamus^ 

Prablem&20» 
216. uitegrationem: hujus lormulae ou:::^— — r contmua ad 




ftxnnitaa timpuciares reducere. 



(^ar)* 



r. ■ ••» 



S a I u t i 0«. 



« « 



Formnla proposita itft repraesentetur d^^Xar.-^-^y-rr^-ct 



cum sit / ; — ^:zz ^ ent 

J X (Jlxy^ 4^ — 1 ) (/a:)'*— * 



X- f 



il^r^ i^ i/*>"-\ ' n 



/1 
.. . (S)^s' 



a (x»>. 



Ilf eAPUT If. 

i2nAre ii jlonam^s eonfinuo » .. - « . -^ 

erit bflnc rednctionem continuando : 

— Xa? Pa? 



(n — i) ilx)"—' (n — 1 ) (n — 2) {Ixy 

Qx 



mm 



■ !.^ ■ « rn WC. 



■~ * i 



(h — 1) (n — 2) (n — 3) (/»/ 
donee tandem penreniatur ad hanc integralem 

•^ («—0 (*-a),..i/ 1« » \^ 

ita ut quoties n Aierit numerus integer po&itivus, ""int^gratio tandea 
ad hiyusmodi .formolam perducatur« 

I Exemplnml. 



a:"^' dx 



vistigare. 

Hic est n z= 3 et X = a:»-% undc fit P zi: ma:*^, huic^ 
imegrale 

At formulac • integralc exhiberi nequit, . nisl casu iit ziz t» 

quo fit /^JY* — - '^^' ^^™™ •* m in , formulac propositae inte- 
gratio ne hinc quidem pendet: fit cnim absolute y zzzj ^j^ .^ ^= 

Excmplum 2. 

' . r:: I 

217. FormidM dijfferenlialis dy:zz — integrale inve^ 

stigare^ casibus^ tjuibus n est numerus^integer^jHwtivus. 



CAPtTT IT. Hf 



CuA 'iit ^'zrz a?**-', erit P == ^' ^"^ — m o:*-" , tom *ero 
Q=.-^^ =r m' a?"^'; R =: m* a?"-'; S=:m*a;«-'; etc. Quare 
integrale ^nc ita formabitur, ut sit 

</x)» (n — l)(/a7)»--» ~" (n J- 



O (n — 3) (/«) 



m* rc™ 



(n — 1) (n — 2) (n — 3) (/a?)»— ^ 

^» — I fx^~* dx 



-=• — etc. 



•^ (n — i) (n ~ 2) 1 y 



/a; 



C r o 1 1 a r i u m. 



3i8. Fro n ergo successive numeros 1, 2, 3, 4, etc. ^tfBb* 
Stituendio» habebimug islas reductiones: 



/^w— 1 ^^ — a?** m t x"^^ ox 

ilxf ~Ix ^ J Tx~ 

/x^^ dx — x^ mx^ m^ tx^^^ dx 

: (Ix)^ "";~ 2(ix? 2. 1 Ix "^ 277 / 7^ 

/3?^""' da: — x^ mx^ m^ x^ m^ ra?^""* ^s^ 

1/a:)^ " 3(Zrp Z.2(Jxf 3.2-1/a? 3. 2. 1/ /a; 



« ' • 



S c h I j o n. 



219. Hae ergo integrationes pendent a formula / 



ar*^' 3a? 



IX 

^uae posito a?** — z, ob o:*^' dar rz: ^ 3« et /a? ~ ^ /a, reducitur 

ad hanc simplicissimanfi formam fy^^ cujus integraie si assignari 

posset , amplissimum usum in Analjsi esset allaturum , Tcrum nullis 
adhuc artificiis , neque per l^egarithmos » neque angulos , exhibcri 
potuit: quomodo autem per seriem exprimi possit, infra ostendemus 

C$* 22 7). Tidetur ergo haec formula y ^ ^ aingularem speoiem func* 



« 



s 



{ 



ISI CAPUT lY. 

jlia^m tranteendentiuin ftttppedkare , quae uttque aecuratiorei|i t^o^ 
lutioAem meretur. Eadem autem quantitas trauscendent im integra* 
lionibus formularum exponentiatium frequenter occurrit, quai iil lieic 
eapite tractare instituimus , propterea quod cum logaritltmicia tani 
arcte cohaerent, ut alterum genus (kciie in altenim cenf^erti poaait: 

Te4utl Ipta formula modo conaiderata ^— , posito Izz^ x^ Qt sk 

zziz e* ^ et dzziz e^dx ^ triinsformatur in hanc exponentialem 

e*--f cujus ergo rotegratio aeque est abscaodita. Formulas igitur 

tractabiles evolvamus et ejusmodi quidem, quae .non obvia aubstitu* 
tione ad formam algebraicam. reduci possuat. ' Yeluti si Y fuerit 
functio quaecunque ipsius v , sitque v ziz a* ^ formula V 3 ar , ob 

xznl- et dxzzi^. abit in ^-, qua ratione variabilis v est 

la ^ vl a^ vla ^ ^ 

'^ £1* () X 

algebraica. Hujusmodi ergo formulas ■ ^ ■■, quippe quae 

posito a* zi: v^ nihil habent difficuUatis, hinc excludimus. 

« 

Problema 21. 

22 0. Fcrmulae' dlfn^rentialis a^Xd^, denotante X ftiactioneai 
^mcmiqiie ipaiiis x, kitegrale investigare. 



S o lu t i 1. 



t 
k 



Cum sit J . o* iz: o* dxla^ erit vicissim /a^dxm ~ a*: quare 

si fonnula proposita in faoi factores resolvatur, X.a^^dx^ habebitur 
pur rcductionem : 

/a«Xd^ = na'X-j^/a«dX. 
(iuocWi ultrrius ponamus dXmPdJ?» ^^ s>t 

/a- raxrr^^ P_^^/a*dP, 
|Moililiil hacc rcduclio 



CAPUT 17. i3l 

Si porro {xmamos dPrrrQd^s habebitur haee tediitfti# 

^ l a ilaf . (/a)^ ^ (/ay-^ ^ 

Bieque iilterms ponendo dQrz: R3* , dl^znSdx^ ctc. progredi 
licet, doaec ad formul&m yel integrabilem , vel in att# gaaere sim* 
plicissimam penreniatur. * : 

Soiutio. 2. 

Alio modo reaolutio formulae tn factores institui petest; pona« 
tMT flLdxzzLf aeu Xdar^zdP, et formula iu relata a^.dP; 
liabebitur 

/a* Xa^r =: a« P — lafa'' Vdx*. 

simHi modo sl ponamus /Pd^rn: Q, obtinebimus 

/a» Xdo: 1= a* P — Ta . a* Q ^- {laffd' Qda:, 

Ponamus porro /Q^a? rz: R, et consequimur 

/o» Xao: rf a* P «. /a . a* Q h- (/a/ . a* R — (la^^fa^ R^x , 

hocque modo quousque lubuerit progredi licet, donee ad formulam 
Tel integrabilem Tel in suo genere simplicissimam perveniamus. 

Corollarium i. 

321. Priori solutione Semper uti liceti quia functiftnes P, Qy 
Ry etc. per differentiationem functionis X eliciuntur, dum est 

P = ||; Q = |l^; Rrrl^; etc. 

dx'^ ax^ a x^ 

Quare A X fuerit ftmctio rationalis integra , tandem ad formulam 
pervenietur fa^ dx zz. ^.a?^; ideoque hia casibus /mtegrale absolute 
•xhiberi potest. 

Corollarium 2. 

322. Altera solutio locum non invenit, nisi formulae Xdx 
iategrale P assignari queat; neqttc cuam eam continuare Ucet, niti 



t • '. . 



h 



ii2 CAPUT iV. 

qualenus #tqiicntcs intcgrationcs /PdiciriS, /Q9i±:R, 'ctft. 

, , E X c mp I u m 1., : 

223. Pdfmulae 'af!v^dx inle^rale dejlnire^ aenotante n nume* 
mm integrum posilivum. 

Cum sit X = x^j solutione prima utcntes habcbimus 

/a* x^^dx =~ . a* x" — "-/a* x^^' dor; 

bine ponendo pro n snccessive numeros 0, 1, 2, 3, etc^ quia 
primo casu integratio constat, scquentia integralia eruemus: 

•^ la 

fa^ X d X nz — . a* j? — ^ a* 

/a* X X zn — . a* x — 5 a' a? -4- ^^ — ^j o* 

•^ /a . ^/a/ il^y 

/a* x^ d X zr: — . a^ x^ ^ o* jp^+ — ^-t a*x-*— l o* 

•^ /a (/a/ (/a;* (/ a>* 

etc. ^ * ^ 

mjdc in genere , pro quovis cxponcnte n concludimus 

/a* a?» da: =: o* — ^- H — 

\la {laf .(/^0'* 

n (n — i) (n — 2) a"— ' 



• ■■» i'' 



TTZA 




etc. 



td quam expressionem insuper constadtem arbitrariam adjici opor»' 
tety ut integrale completum obtineatur. 

C o r o 1 1 a r i tifn. 

224. Si intcgrale ita determinari deb^at, ut CTancscat poaito 
« = 0, ent 



A 



C.A P U T IV.: ^99 

\: i 1 

^ ^ \-\ -/^* 3 37*. 3. 2j? 3.2.1. . 3.2.1 

. , ., Va (/a)*^ (/a)3 (/a)* ^^ (/a)* 



1 » 



• .• • . « 



1 



£xexnpluin2« ^ 

22 &\. Formulae integrdle investigare ^ si quidem ti 

denotet numerum integrum positivum. 

Hic comlDjode altera solutione utemur^ uln cum sit X 

**\ «.-',■ 

crit P zz: ; hincquc resultat ista reduetio - 

in — i)x''—' 

/a* dop — o* l a fa* dx i 

x^ {n — 1 ) a?'*— ' ; n — ij x^—^ 

Perspiouyhor^ighui: est, «pc^o nzzz 1 hmc nihil concludi posse; qui 

/' a* dx . , . 
, singulatem*j5pli(bite1fl[ tr&s*»' 
o X" \ 

cendentiunr^functionutn complectensi qua acfe3r€fea-4ntegraU«Y sequen- 
tium casuura ' exhibere poterimusi ,' # 

a* d'x . a^i • ^Jayfa^d^x- -^ 

1 :c 1 J • X 



'a?^ 1 :c 1 ./ • X 



/ 

ra'dx a*.l ttf lA <Mi ?/*)' / 



a* a T _ a*. I ttf I i o d ^/{fc)» /• a* a 



X 



luide in genere coiligimus 






/ 
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«*3«^ n* f^ fn 



ttm 



C»i — I) 2c*^* (n — i) (n — 2)« 
rt*</a)* a«(/a) 



■ " •••• 




(it — OC'*^- 2)-v-* ^*^ ar 

Cor ollmr i um i. 

, kftBC 

ftirmulAin u* .r^ dx inte grtre poterimus , sive exponens m fbcrit 
■\ui>«i ua iiUegor potitivus « sive neg^atirus. IHis qnidem cmtibos in- 
legrAUa tb istn novn qusatiute mnscendente noa pendeL 

CoroIImrium 2. 

tt7% At sl III liserit firmctns nnmems, nentrm smliti^ negotimr 
OOndvtl % Wt^ utrmqne seriem inSnitmm pro iBtegrm& oiubcC ¥clii6 
9k sit IH :i= «-^ 4^ iMbebimus cjl priore 



/ 



M*d^ -^J. - * *•' 



> i' \ia'^ 2jr iiaf ^*" 4 a^ (/«)* 



I. 3. 5 

etc. 



8 X* (/a7 ~^ "'"V ' ^* 
fl fMMttriore *«tem; 



— ^ = CH ( — 



•il 

I 



y« yxV 1 1.3 ' i.3.b 

•— — ^ — -4- etc- 1. 

«. 3. 6. 7 ^ y 

ScbolioB 1« 

qtmntitms trmamccBdens / per seriem eipii* 

ttm potcstmtes ipsiom x proeredicntcm* €Him 



^*% 



CAPCT ir. t^ 

«F rz I -H xla -4 ^- -f- f- etc. eal 

^ l.i ^ I. 2. » ^ 



/ 






a:* (/a)* 



etc 



1.2. 3.4. 4 

Ac si pro a sumanms numenm» ^ cujus rogarUhmiis IryperboGeili 
•st unitas, quera numeiiim littera e indTcemus, habebfmus 

C-H/r-fc -H — ^ — H^r* K- • :-+-cte.. 



/ 



X t 2 1.2 3 1.2.a 4 1.2.3.4 



/ 



JLtque hinc etiam ponendo. i^ zizz^ ut sit or zzz Izy formuUnk suprtt 
memoratam ^ ^ per seriem integrare poterimus^ eritque 

Iz 1 ■ 1.2 ' 1.2.3 ' 1.2.3.4^ 

ifood integrale s^ <)ebeac eTanescere, sumto « m •, constans C fii 
kifimta 9 unde pro reliquis «asibus nibil concludi polest. Idem iii« 
coromodum loctim habet, si eTSEneseens reddamns casu z^ZZ tf qui% 
ilzznlO fit mfinitum. Caetenim paliet, si integrale ait reaie, pr^ 
Taroribtts. ipsius Ziunitate minoribus, ubi Iz est aegfttiTuSi t«m pr<^ 
Taloribus unitate majoribus fierl inuigiBarium, etTieissim. Hinc tvg^ 
aatura hi^yus iunctionia transcendentia parum cognosatur.. 

Sehatloii T* 

22 9. Qoando Tel integratio noo succe^t , Tel seriei tftte* m^ 

Tentae minas idoneae Tidentur» hinc quantitatem oF ia seriem resoK 

▼endo f statim sine aliis subsidiis formulac a^Xdx iategraft per 

•triem exhiberi potest, erit enim 

la tTdi^ 

/a»Xd;r =/Xda:H- -/Xrraa: 4^ ~- ^ /X;» 

(/fl)' • 



;«« HAP.UT JT» 

lU 8i slt X =r a:", littttebTtur \ *. 

•'".•>*. ' « -4-1 ^ 1 (n -+- 2) 1.8tn-M-^> 

etc. 



1.2. 3(^n-f-4) 
ubi notanduro, si n fuerit iluTiienis cinteger negativus, puta 7i=— — i. 



, ^.^x 



locb — — scribi dcbere Ix. 
n-|-i 






y* » 



Exenplum 3« 

l-^Sd; fbrmiitae iritegrak per tetieni ihjinitdm exprt 

1 —X ^^ 



mere. 



,, JPer 'prl6rera solutidnem obtinemus, ob 



hmcqu^ sequentem seriem: < • r ^ 

jT 1 --^'" \i — oiyla (^i-xfilaf ii^x)\iay^ ii^x)\la)^^ ^'^ 

ABdri AierWs feperiutitur, si vel a*, vel fractio -^ in sefiem evol- 
vatur. Commocfissima autem videtur, quae *seriem ^ngendo cruitur: 
brevitatis gratia pro a suntamus numcmm^^, ut lenzi^ ac statua- 

-N e^ dx 

ayCZ^ ? teu ^* -^ 

1 —X 

x^ x^ , x^ 

dx i.J i 2.3 1.2.JU . ^ 

Jafn ^pro' ff. fihgatur ha^c series 



I 

^ 1 * ■ 



=X-hBx+C«'-HD*'4-E«*-|-Fx5H- etc. 

1 — X 



critque facta substiiutlone 












^ c 



^ • ' - ; ' . -4- i 

«nde ejic^ntur Jstae dftQfnxination^S : 



> 



??; 



.» 






• I 



etc. - 



Problema 2 2. 

231. Formulae differentialis 3^i/ zi: a*^ cTr integrale inrcsl 
g^re, ac per seriem inQnitaqa ; ©xpijiniere. j 

• S o 1 ut i o. •' . -. 

Coraniodius hoc praestarJ nequit, qukm ut fbrmiila expmieirtJa^ 
liS X** in seriem iofinitam ct^nvertaiur, quae est 

„ n^T\/x)^ li^bn^ilx)^ n*j^V/r)* , . 
a?**^ r-4* it a? /a: ^-^ -: p H *4^ . .■>,■ . . ^-^--cAiiw 



1.2 1.2.3 1-2. .f.4 

qua per ^r multiplicata, et singulis termlnis inttgrmllsy ent: 

fdxz=ix\ • 

Ix 1 ' "^ 

^ ^2 2^ 

... 



ilscy '27ar' 2.f 



' » 



/•4^ w xi '/te)^''i4(/x>» '-f..3(/r)»""4.V.2/«^ 4.3.2.V 



*"' ctc." 

t r 



Quare si hae serfes .sub^rtuantur, et siecundum . pe^es|^te > iffijj^s.Ix 
disponafitur , integv^ale. quai6itum expradctur per has in .um<$^JLb.tei 
series infinitas: ;:«d 



/ 



^4 €APUT rr. 

^ itr v^x^ n^x^ fi^ar* ^ 

nx'Jx ,i njp n*x* n^x* n*«* . 

nV(te)* 1 na: nV nV n*x* * 

1. 2 ^3* 4" 6* 6* . 7* ^ 

n^af*(/a?)* 1 nx n^a^ n'** n*a:* ^ 

etc. 
fUQd integrale ita est smntuin, nt eranescit, posito xzzlO. 

Corollaritim. ! 

232. Hac ergo lege institata integratione, si ponatur xzzz i^ 

Yjalor int^gralis J^x^ dx buic seriei aequatur 

- •,* ^3 ^4 ^s 
n n n n n 



fOM ob concinnitatem terminorum omnino est notatu dignft. 

8 c h o 1 i o n. 

2SS. Eodem modo reperitur integrale hnjtit formulae^ 
; .- ^ ^ / . nV(te)' n'x*(te)* . 

'^ -^ ^ ^ ^ 1.2 1.2.3 ^ ^ 

Q^t enim singulis terminis integrandis: 

/*«* dx m ; 

m-+- 1 

/««+' dx ilx) = «»+* (— ^ «.__*). 

W-+-2 (m-j-2) 

'' ^mH-3 (m-t-3)* (m-f-3)^' 



' ■■ LM^ « »//(te)* 3(/a?)* 3.2te 3.2.1 . 

' • ^^ V^ (m-t.4)* (m^-4)» (nr-t-4)*^' 



etc. 



CAPUT nr. tt# 



.^»-- 



Quod 81 crgo integrale ita detemimetur, ut cvanescat posito 

tnm Tero statuatur x ZZZ i ^ pro hoc casu valor formulae integralia 

y^x^x^dx exprimetur hac seri^ ^atia ipeix\orabili : 

1 n nn ^ n^ n* 

m-h i (m-f-2)* (m-^3)^ (m-h4)* (m-^5)^ 

quae uti manifestum eatp Ipcmn l^abere nequft, c^ot.ifiS '4 ^st ffn« 
merus integer negatirus. 

Alia exempla^ formularmn^ exponemiaJium non adjungo ^ quia 
plerumque integratia nimis inconcinne exprimuntur, methodus autem 
eas tractandi hic sufficienter «st exposita. Ititerim tamen singularcm 
mttentionem merentur formulae integrationem absolute admittentes , 
quae in hac forma continentur ^(dP-^P^ar) cujjt^s integraloi 
manlfesto est ^P. Hujusmodi autem casibus drfficile est regutas 
tradere intcgrale inyeniendi, et conjecturae plerumque plm*imum est 

6* x^x 

tiibuendum. Veluti si proponeretur haec formula — ^, facile 

(l-ho:) 

e9t auspicari integrale y si datur , talem ibrmam esse hafiituinim 

#*« „. j.^ ,. . e^[dz(i^xy-^xzd.^] ... 
. Hujus ergo differentiale : y cum iUo 

eomparatum dat ^zii -^xy^xzdx::::2xdx ^ ubd st^tim jmtet^ 
C8se 2 z=: 1, quod nisi per se pateret^ ex regulis difBculter oog^Q* 
sceretur. Quare transeo ad alterum genus formularum transcenden- 
tium jam in Analjsin receptarum, quae yel angulos vel sinus, tan«^ 
gentesve angutorum complectuntur; 



17 



\. 



v^V 






J , . , • 



< » • » 



CAPUT v:: 



i.-. 



7.' 



DC 



IN^rEGRATIONE' FORMULARUW ANGtJtbSf StjmSVE' 
. . . ANGULOKUM IiMBLlCANTlUiVU^ 



X roposita 
TejStigare. 



B r o b 1 e m a: 23« 
234. 

c 

formula differentlali Xdx Ang. sln. x , ejus int6grale ia- 



S. o 1 u t i 0. 



Gum sit d . Ang; sin. a? m: . > . J^^ . ^ formular pro^sita^ ita ia 

fkctores discerpatur: Ang.siUr XkX^x. Si jam Xd:r integrationem 
patiatur, sitque yX^.r~P, erit nostrum ihtegrale y^X^rAhg.sin.arz: 

P Ang. sin. a: — y >> — xxl ^ itaque opus reductun^ est ad integratio^ 

nem forraulae algebraicae, pro- qua supra praecepta sunt tradita. 

Caeterum si fuerit X — .^/ J. >, manifestum est integrale ford 

• f — x x) ^"S* sin. .r — i (Ang. sin, a;/; quo solo casu quadratum 
aoguli in integrale ingreditur. 

Exemplum i. 
23 5. -ffane formulam dy zn x^ ^x Ang. sin. x integrarey 

Cum sit P — fx^ dxzn habebimus 



W.zn — ; — Ang. sjn. x / 



""^'dx 



xx) 



: % 



Hinc pro Tarlis valoribus .ipsius ti-^ crunt integralia ope §. 12 0u 
eruta, ut sequentur: 

J^dx Ang. sin, x nz x Ang, sin. a: -H y (i — a:a:)' — 1; 
fxdx Ang. sin. a: zn ^xx. Ang. ^sin. ^ -^-i ^ V (1 — • ^^)* 

— 1 Atig.^sin. ar; ^ . ^ *^ . u/ 1 % • 

/x^d^ Ang.jsin* a: rz: ^ ^^Ang. «in. a: H- . i r : 

'' ^iq x'^ |) /Xi ^xx) - i/|; ; . ^^ 

.y^^ 3a:.Ang.^in. a; in: | x^ Ang. sin. o: -|- 

i'(i ^' -*- 3 ^) V <* - *^) — i • ,^'Ang. Siii.V.; 
^quae ita sunt sumta, ut evanescant posito .x ~ Q. 

« ... 

i23 6v J?avc /srmulam />y m y y,_ ^ ^^ Ang.isin.a: mtegrare. 

Cum sit /77——^:;;;= — .)/(i , — ^f»!^) = P , erit integrale 
quaesitum y ri: C — 1/(1 — 0:0?). Ang. sin.o: -^y ^//J.^ ) > sicque 
liabebitur: 

y — y^^^—^ Ang. sin. a?zr C — ^ ii^^ xxy-Kxif^.smop-^ca. 

Exe*mpluTn 3. 

•• ■ 1 

., - J^y. ^aitc formulam ,dy c^-ti — ^i--^-==^ Ajag.4inia? intisiffrart^ 

(1 — rca?)* > 



/- 



lic est P — / r:2 — ; unde fit 



/ 






4* 
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S c h o 1 i o n. 

23 8. Simili inodo intcjgratur formula d y zz: Xd 2: Ang. eos. 9» 
Cum cnim slt d . Ang, cos. x ~ ^t~^^9 «» ponamus yXdx zz: P, 
erit yznPAng. cos ^^fyr^^xx)' ^^*" etiam ai proponatur 
formula dy ~ X^a:Ang.tang. x, quia est d. Ang. tang. x ZZZ 7^^» 
posito /Xdo? zz: P, erit hoc integrale: 

y :zz/X dx Ang. tang. ^ ~ P Ang. tang. x — f ^ * 



XX 



Quoties ergo /'X^.r algebraice dari potest^ toties integratio rediici* 
tur ad formulam algcbraicam, sicque negotium confectum est haben» 
dum. Cum igitur in his foimulif angulus, cujus sinus, cosinus, vel 
tangens erat =1 ar, inesset, consideremus etiam ejusmodi forniiilaik 
ia x|uaa quadratum hujua anguli, aitiorve potesias higi-editur* 

Pr oblem a 24. 

239. Denotet ([) angulum , cujus sinus tangensre eat llmetio 
quaedam ipsius x , unde fiat d (p = u d o? , propositaque sit baec 
fbrmula dy z^Xdx .(^^ quam integrare oporteat» 

S o 1 u t i o. 

Sit yX3ar rr: P, ut babeamus 3y iz: (f)** 9P, eritque integ;nuH 
do y;=<p*P— ./i/Cjy*— *Ptida:. Jam simili modo sit /Piida:=:Q^ 

crit 

/(|)«— « Vudx=z (J)»— » Q — (n — 1)/(I>*^ Qudx^ 

tum posito /QudxzizR, crit 

/(p«— * Qu^x z=: (j)*^ R — (n — 2)/4)"— * Ru^x. 
Hocque modo pot^as anguli (^ contimio deprimitury dMiee tandea 
ad formulam ab angulo ^ liberam perveniatur: id quod semper eveniet, 
dumtnodo n sit nuntehxs integer positirus , et haec integralia cm* 
tinuo sumere liceat /Xdx — P, /?udx — Q, /Qudx zirll, ctc 
quae integraUones, si non suv^uedant, fi?ii»tra iotQgF^Uo Buacifittig» 



CAPUT T. 4M 

Ex^mpluflu 

240. Slt <pan0uSiS cujus sinu$ ZZLX^ 9d sU d<f^ :n ,p:^~^jr ^ 
hilegrare Jbrmulam dy zzzCP^' ^x. 

Erit ergo X zz: 1; Tznx; 

' =/ •(!-'«. ) = / (« - *x)i T=: X cte. 

quibus valoribus inventis reperietar: 

Pro variis ergo valoribus exponentis n habebimus: 
* Jl dx=i(px-\^y/ Ci — XX} — 1; 

/(P*^j?=:(P*:p-h 2 0/(1 — ara:)— 2. Ixj 
/0*d/=:4>'a:-f-30V(l — a?J?)~3.24>^~3.2.l/(l— 4W>-f*6; 

etc. 
hitegralibus iu determinatiSy ut evanescant posito xzzz O^ 

Scliolion. 

241. Si ait Xdxz=zudx=id(p^ formulae (|y* d(J) integrale 

est -^ 0"+' ; similique modo , si fuerit <[> functio quaecunque 

anguli 0, forroulae Oi^d:r=z:<Dd0 integratio nihil habet difBculta-^ 
tis. Multo latius patent formulae sians , cosinusve anguloram et 
langentea implicantes, quarum integratio per inversam Analysin am^ 
plissimum babet usum; curo praecipue Theoria AstroQomiae ad fau^us-^ 
nodi formulas sit reducta. Prima autem fundameota peti dcbent 
ex calcnlo differentiali, unde cum sit: 

d»sin.n0r=:iid(Pco8.n0; d.cos.nCPrz— -nd(|)sin.n({); 
a.ta»g. „<p - ^<?^.; a.cet.nCl) = ^., 
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.nanciscimur has integratloiies elementares : 

" '/^(Pco$.n.(Pz^^sin.n^; /d(J>8in,n4)r= — i-'co8.7i(|>,; - 
r^^--=:^tmg.n(p; /-.M^ -= i-cot. nCb.; 

y^^coy.ntp 1 /»3 d) y/n. n ^ • i 

sin^ n<p* "~ ns/n. ncp' 7 cox. rt^)" ""^ n cos.nj^ ' 

!unde statim hujusmodi formillarum differentialium integratio 
9(J)(A-|-Bc(>s.Cp-f-Ccos. 2 Cf)-4-Dcos- 3 (p-f-Ecos. 4 (J>-hetc.) 

.CQnsequitur, cum integrale manifesto sit 

A(p4-Bsin.(|)4-jCsin.24i+iDsin.30H--iEsin.4Cf)-HCtc. 

Deinde etiam in suhsidium vocari .conveiiit.y quae in elemeutis de 
angulorum compQ^itipne trjiduntui:: sciliceit . ^ 

sin. a.sin. |3i=:|cos.(a-T- p — Jc^s. (a-4-|3)i 
cos.a.co8.|3ii:|coj5.(a — p)+icQS.(aH-j3); . - 

sin. a.cos.j3tz:|sin. (a4-j3)H-|sin. (a— |3)iz:|sin.(a-i7-|3) 
•^*-'^^'^- >. ' - M ^' — 1 sin. (^3 -^ a>; . '/ * 

unde producta plurium sinuum et cosinuum in simpiices slaus co« 
.flinusve rcet^lvuntur. . •• i 

P r o b I e ma 26. 

242. Formulae 3C})sin. (J)" integrale investigare. 

S o I u t i o. 

Repraesentetur in hos factores resoluta sin. (J)* — ". d sin. (bi 
fii quia yd(J) sin. (|) — — cos. 0, erit " r . i 



/a(J) sjn. (|)« ±z— sin. (J)«— ' cos. (J) + (n — i )/a sin. Cp«~* cos. C|)V 

Hinc ob cos. (J)** zii 1 — sin. (P\ habebitur 

/d Cp sin. 0" =1 — sin. 0'^—' cqs. Cp -f- (n *— D/d^) siq. 0»«— t 

-• (n — l)/acl)sin. 0«: 

ubi cum postrcma formula ipsi propositae sit simllis^ hinc coUigitur 
ista rcductio 




eAI*UT V. 1*3*6 



/SCp siri^ 0* == — '- sin. p"—' cos. (J) -h ^'/9 sin. 0' 

q\ia integratip ad hanc formulara sirapliciorem 5 (|) sin. (^* • revo-* 
catur. Cura igitur casus simplissirai constent, 

/d(p sin. (tf:=:<p et /30 sin. <P zn — cos. 0/ 

liinc tift"ad''c6lr)tintio majeres exponentes n paratur:- 

/a (J) sin. Cp^ — 

/3 <$> sin. rr — cos. ()!> 

/() (j) sin. (fj^ rz: -^ I sin. (j) cos. (J) -f- 1 (f) 

/c)(i) sin. (j)^ = — 1 sin. -0' (r6s. Cp — f cos. 

/a (p sin. (J)* = — iW. (I)^c0S. (J) — ^*' sin. (J) cbs. (I> -+- -^ 
/d(t> sin. (p* zi:*— I sin. C|)^co8. — ^ sin. (^W. (J) — . || cos^^J) 
/a (J) sia. $^ = — I sin. (|)*cOs. (J) — 7I sin (J)^co«. (() 

— i:psin.(J)cos..(p-H;:p(I> 

cte. 

C o r o 1 1 ar i u m i. 

243. Quoties n est nuraerus impar, integrak per solum - sinum 
et cosinuni «Xhibetur, af* si n cst numerus' par , integrale insuper 
ipsum augulum involvit, . ideoque cst functio transcendens. 

Gorollarium 2: 

24^. Casibus ergo quibus n' est nuraerus impar, id* imprhnis 

llotari convenit; etiamsi angulus seu arcus (p in infinitum crescat, in^ 

tegrale taraeh nunquara ult)'a certum limitera excrescere posse, cum 

t&men si ' n sit mimerus pieir, etiatn in infinitum excrescat. 

■< 
' & c h o 1 i o n. 

2 45. Simiii modo formula ^CT cos^ (J>^ tractatur, quae in hos 
factores resoluta cos. Cp^' . DCpicos. (|>, praebct, 



t' 



tA6. C A P U T V. 

/dC^ 008. (^» i::-c©§; 4i"""' 8in. 45 -4- (n — 1)/^ 4> c«R<^"'~*«Uh <t^ 

tvm postiremA fortnula propositae sit sinuliSy coIUgttur 
/d(P C08. <J)* :=: ^ «in. <|) co«. (J)*-' -+- ~^/5<P co8. 4>' 

Quare cum casibus n=:0, et nzzzi lategratio sit in prQmpt», ftd 

altiores potestates patet progresslo; 

fd^ coa. ^° =. (^ 

/d^coB.^ — sin. 4> 

/a 4> cos. ^j)* = l »in. 4> cos. <f> -I- 1 <J) 

/d<j> cos. 0'=: ^ sin. <j) cos. <|>' -j- f ««• 

/3(|) cos. ^* r=.£ sin. <^ cos. 0* -h ^ sin, 4> c»'» 4" J4 ^ 

/a<|5 cos. 0^z=. I sin. (p cos. $* ■+■ J^ sin. co». ^)*-!- fl «m. $ 

/d 4^ cos. ^=1 sax. ^ cos. <)>^ + r| sii** cos. 4>^ 

^ «in. <|> cos. <I> H- i|| <D 
etc. 



Pr oblem a 26* 
346. Formulae d (f> sin. (^^ cos. (^^ integrtle JHTenire. 

S o 1 u t i ov 

Quo hoc facilius praestetur, consideremtts factum 8in(|>^cos.(|>% 
quod differentiatum fit jxdCf) sin. (J)^— ' cos. (|)^* — 1^30 sin. <^^ 
eo8. (J)^^'. Jam prout vel in parte priori co8. (f)* — 1 — sin. ([>% 
rel in postertori sin (^^ n: 1 — ; cos. 0' atatmtur, oritur 

vel d. sin. (Jy* cos. (f)^ = |x^(f) sin. p^^ cos. ^ 

— (|ui + y)a(I>sin.(J)^' 

vel d. sin. 0^ cos. (f)* =: — yd0 sin. ^)**^' cos, 

^^ (|x ^- K) 30 sin. ^^ 

Hinc igitur duplicem reductionem adipiscimur; 
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I. /3$ 8U»' $""**' C0«. $»— * = — -J- Sln. A>' C08. (b* 

^,/a(|>«in.<I)^«co8.1fc'-« 
n. /34> sin. $»»— » 008. <t'-^' = ~- sin. Cb'* cos. 0» 

+ ^, /d Cp ain. p"-' C08. (p^-^ 

Qnare formula proposita /3(|> sin. Cj)'" cos. <|)* successive continuo 
ad simpliciores potestates tam ipsius sin. quam ipsius cos. ({> 
xed^citur, donec alter vel penitus abeat , Tel simpliciter adsit, quo 
castt integratio per se patet, cum sit 

/d0sin. (P'»cos.(pz=:4-,^sin. ([>*H-« et 
/d$ sin. cos. (1)^= ~ ri- cos. (f)'^'. 

£ X e m p 1 u m. 

247. Formulae d(^s\n. 0^ cos. 4^^ irUegrale inverdre. 
Per priorem reductionem ob|UL=:7 et KiziS» impebramua 
/a 4)«in. <|)» 008. (|>' =— ^ 8in. 0' cos. <J>' -|- ^/3 <I> 8in.O* cqs. <|>^ ; 
istam per posteriorem reductionem tractemu8: . . •(<! 

/a <J) 8in. <()<^co8. <J)' = ^ ain. <J)T C08. <J><^-1- ^ /d <P8in. (I)<^ C08. <I)S 
hoc modo ulterius progrediamur : 
td^ sin. (b^ cos. (P* = — -sin. ^* cos. (()* -+--/a(|) sin. 4)*co8. (()* 

a a X a ^ 

/d^) 8in. (j)* co8. (j)* = ^ sin. (()* coa. 0* -t f/<)(I) sin. (()*C08. (j)* 
/30 sin. 0* C08. 0* =: — f 8in. (()' cos. 0* •+- ?/d(I) sb. (()?co8. (p* 
yd(() ain. <i)« C08. (^^ =: | sin. (j)? cos. (J)* -H \fd^ wn- (I)*co8. ((> 
/30 8in. 0* c08. r= — j sin. cos. 0^ ^- |/30co8.(()(-+-|sin.0). 

■ ' • i ■ 

£x hia eoICjgitur formulae propositae integrale 

18 
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4- ;^f-*- 8in. <I>* C08. d>* — -ii^-ii^ gin. 0» co8. (b* 

• l^.lS.II.Q ' ^ ~ 15^13.11.9.7 ^ , ^ 

. .. 7- ••M-a 8in. 03 CO8. (b* — !• I' *-^-^t! sm. <fi cos. <ft" 

S c h o I i o 11« 

248. Quando autem hujusmodi casus occurunt, sempcr praestat 
productum sin. (p^ cos. (^^ in sinus yel cosihus angulorum muttiplo« 
rum resolTere, qiio fketo singulae partes fkciUime integrantur. Cae* 
terum hio breyitatis gratia angulum simpliciter littera CP indicayi^ 
nihiloque res foret generalior, si per a^ -|- (3 exprimei^tar, quemad* 
modum etiam ante haec expressio Ang. sin. x aeque late patet , ac 
si loco X functio quaecunque scriberetur. Contemplemur ergo 
ejusmodi formulas, in quibus sinus cosinusre denominatorem occupant, 
ubi quidem simplicissimae sunt 

quarum uAegralia imprimis nosse oportet Pro prhna adhibemtur 
hae transformationes 

unde fit 



Pro secunda 

j^ d^^ j^^an^ . sin.<b=z:a:) 

ergo 

oot.$ — * I — 9 — «* I — tiiu^* 

Tertiae et quartae integratio manifesto logarithnis confiiitttr; quare 
haeo integralia probe notasse juyabit 
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I • 



lunc^e seqtiitur HI. -f- IV; 

/js|lr$ = 't|=.'-«"fr<I>-- 

Problcma^ 27. . ,' 

349. Tormularum — ^- — ^:^ et -^. — ;j~- intenalia myc- 
stlgare. 

r '■■;. : ■^ " ' ^ '•>.'•. ' ■•■] > rfi' '; , •'- ■:".■ f ■ i 

Solutio», 

* ' ' ^rimo ' stetiAi per^piciitar ^ ; alteram fommlatti 1n alteram traii8« 
mmariy posito ({> =: 9 0^ — vp , quia tum fit -tf Hp (J) n: cos. v{/ et 
^ds. <|l^2ir-*siii. vp , dttrambdo' ndtctfor- fore- dt^ sz: ji^ d^i^ ^uaipe 
f ufficit^ ^prjorf m^ tantup tracjt^^.' .^eduotio autem prior.J» 24^ 
3aU, sunilo fJi+ Izzim et j/— Izz — n, praf^t-. ;:,^ rr/riTO' ^ 

/30 sin, (|)'» 1 sin. (|)'*""' m— 1 r 30 sin. 0^ 

cos. (D* f^ mrifrM *: cos.(I>*~* ' . m^nj 



cos. 0* fw TnTvrM *: cos.(|>*~* - . m^nj cos. ({)* 

quo pacto in numeratore exponens ipsius sin. (|> qoi^tinuo ^ binario 

deprimitur , ita ut tandem penreniatur vet ir3 .i/ * . ' ^ ^ V ; tcI adl 

tractanda supersit. Altera autem reductio ibidem tradiCa (^46.) 
sumto juL— i:::rm et v — **F- """ "» 0itnia ^ - 

/ a<|> sin. 0* __ 1 ' kh.^*^»"" (^ .W*— i'( "> »0-8in. 0^ ^ 

co8.CP"^ m— n-+- 2 * co8.dWF «iT m-^ri^^JX' co8. Cp* 
unde colligitur ' ^ ^ l^.^od * "" ^: /i 



iki -e^A fX^T T. 






f •, . .-.,■ 



359« Pro relimua caaibus dbnoyinatoris totmv . at^tnim < 
ficiotur liJ0 redactiottiiuiS^ \:: : . . ' . - ~ \ 

C08. <P* C08. ^ , 

/ 3 ([> ein. 4>** _l; WL 0*^' m— < /* 3 C|) 8in. 0* 
C08. 0* "".* * C08.ttt f' 515 



d<t> 



/ acp8in.<P 
~CQS. (h 



/ dCP 8in. cp* gm. <P"^' ■i'- m — 2 /'d ^) sin. q>« 
C08. <P* "^ ' * C08. <P* :'« ^y co«.4^ 

Vd^l^^-iP* —.^- ^- $•*"'- w ^3 r ^ «n. <!>• 

■ 3 T Y T n rii? I ^— j r .. — ■ — -y- , iJ. t, ^ . 

/ «08.<P>. * CO8.0*- 4 './ C08.^* 



3S4. /(pjinMtojr " '^^"^^i^aMfc^aw^^Barg» ' 

C08.<P' <" -i^-- 

Altera reductio ol{/M ^ «t . . _ ^ *^ ' l^i ': \ 

a0 ^ i ' • 8in. n — ^- /' 5<t) 



/ 



4^i--ull'^iy-'c^$ 



^7# J^T 



< tf 



qtua jam ci)M8 8impuci88inu ^^. ,.,^ 

8ant co«^tK lul^^^ot^Muaitcs jov^ea ]reTociU)diikir: - ' -> 

'"a<p _8in. i ''' *" • '^ 



'' C08.<p* * * C08.4>* ^C08.4> 










C A EtTT Vi ii) 



•^ cosT^* "~ * * €0$.$^ "^ 3.4 * coajJS^ a.*' CO8.0 

^ coTcl)* "^ * * co84>* 3.6 * co8*0* "*" i.» * C08.(|p 

etc. 



i< 



CorollariuiD i. 
265. Simili modo habebimus haa iutegrationes: 

•^ 8in. (p — ^ * ^* •' sr(j>» "^ ^m. Cp' 

•^ 8in.Cp3 — * * 8in. 0» ^ * •' sin. 

^ BCj) '_ C68.(|> CO8.0 

•^ 8in.(|)* ~ ' * 8in.0^ ^ * ' sln. (p 

^ 9(t) ^ . 508.0 1,3 C08.(^ ■ 1.3 ^ j|(|> 

•^ sin.0* — "^ » ^ ^.(j>« 2.4 * 8in. 0< "^ a^.^-' 8iri. 



CoTollariitm 3. . 



• . • 



Ji 



1 *: 



256. Dein^e est 

i, 

d>0sin.0 



/ 
/ 



ict- • ' . ^' •• V- 



c^. 0» n T- 1. .c«»' 0' 

8in.0* *~ n — 1 * sin. 0"^»* ? ;. -i . « ..-jj-. 



Porro 



p d^»in.<^ __ r 30 _ r '.a0 , 

y C08. 0* ~y 008. 0* ••/ C08. 0"~ 

/ 30 C08. 0* r 30 / 30 

sin. (p* y uxup* . .' J m, 0*^ 



•. • ■• 



*■••. 



•/!' 



tu 
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/' 3^Al.'<P' _£ fd<plm.(p f i^tbt.tP ' 

c(w.<f)» ~J co8.(I>" J co«. (p*-*' 

/ d^co». (J) ' _ /• 3(|>co». $ . f d^aa. ([) 

«in.(t>' ~ — / ain. (J)"' 7 »in. (JJ"-*' 

quibos xcductionibiis continao alteriiu progredi licet. 
Problema 38. 



7i1. FommUe 



a(b 

«»■(})■ ««.(ly "'^*'* in™tigm. 



S o 1 n t i 0. 



Rednctiones snpra tdliibitas hnc accommodare Ucet, snmendo 
in praecedente problemate m negatire: ita erit 

3(|) 



y «in. (fco». $• ■ 



m-l-n'»in. (p^* co». (^" * 

m+ 1 /• 9(la 



-/■ — 

- ny sin. ( 



. (J)"^ 00». (p"' 

mde loco m scrilxndo m — 2, per conrersionem fit 
3(t> _ 1 I 



y «in. <]>" co». (p" ■ 



Altera huic limiii» est 
9(|> 



m— 1 ain. (f^' co». $*— ' 
m + n — 2 /• 9<}> 

m — 1 J »in. <p"~* «o». <]>* 



/• 9<1> _ i - 1 

J «^.(^"co». $"""n — 1 ■ «ta. (J)"-' co». <p"— • 
•11— 2 /•_ 9(1> 

— i ~Js 



m + 11 — 2 



sin.Ct.-co».(J>"— * 
Cum jam ia boc geqers roroae aimplicissiiuac sint: 



C A P U T Y. 



ui 



d^ 



/.-Fs = '• «"8- i <>' J^i 




f 



34> I »„^„ /t\. t ^^ r» /h. r 34> 



i$); 



hinc magis compositas eliciemus: 



•'»"8-1>' /;54^=-«*^<t>; /s^.=«"^<fc 



/.1 



3$ 



/ 



/- 



sin. (^ cos. Cp' 

sin. (^* cos. (]) 
30 



fz 



sin. Cp cos. 0^ 

acf) 



sin. (|)^ cos. 
90 



/•-: 



/ 

/- 
/ 



h 



sin. cos. 0" 

a0 

sin. 0^ cos. 

a0 

sin. cos. 0* 

30 
sin.-0"* COS.0 

a0 

sin. cos. 0^ 
30 



/ 



h 



sin. (p^ cos. (p 
sin. CP C08. (p'^ 

30 . 



sin. (p^ cos.^ 



' +/r.''^ 



cos.(J) . •' sin. (p ' 



sin. (p •' cos. $' 



' ' CO8.0^ 
1 



S 



I 
3 



* sin. 
1 

* * COS.0* 



rs +/ 



n. cos. 0' * 
30 - 



1 



!• 



+ / 



s 



sin. 0* 
1 



i • 



sln. 



+/ 



s 



**^^6+/ 

ctc. 



8 



n. 0^ co$. * 
30 



n. cos. 0* * 
30 



n. 0* co8. * 
30 



n. cos. 0* 
30 



n. cos. 0' 
30 



n. cos. 0^ * 
30 ; 



n. 0^ cos. 
30 



n. cos. (p^ * 
30 



n. 0^ C08. ' 
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r d'<P _. i ^ 2 / J$_^ 1_-|.2 r^^ 

'' sin.Cp'co8.Cp^ 9m.^cosj^ -^ 8in.C[>* sin (f>co8.^ ''cos.(}>* 

r ^^ — j _JL_-L.ir— i^— 

'' sin.(p'cos.C|)* ' ' siD.Ct5co8.Cp^ "*" ''' 8in.Cp*cos4>' 



Sicque formulae quantiumris- compositae ad simplicibres ^ quarum& 
integratia est in promtu, reducuntur». 

Coro tta:riu-m' f^ 

23 8. Ambo exponentes ipsius sin. et cos. (p^ simul binaria« 
m;nui. possunt: erit enim per priorem reducuonem^ 

A d(p i l 

J sin..<P^cosJ^ ~ jx — T * sin. Cp**"* cos. Cp"'^^ 

^—1 y sim Cjy^^cos. 4>* 
fiun^: haec- formula* per pesteriorenu ob- miiil-fiL — 2 et mz^y dat: 

30 f t 



/ 



sini Cp'*^^* cos. CJ,» V — 1. ' sin. (pf^^-^cos. (p»~* 

"^ y — t J sin. Cp'*"'* C08. CP" 
unde' concluditnr 

31) t t 

wn.. Cj.'' ».c«. Cp* juL — 1 * sin. ([)'*—• cos.^^ 

|j.-t-v 2 1 




H^ 



<fX — 1>(K 1) ' Sin; CP''— *• C08. Cp'^' 



()UL-^t/-2)(fjL-t-i/— 4) r ^(P 

(|f— !)(>/— 1> y 8in. Cp'*^ C08. Cp»' 

G or o^l 1 ar i u m 2.. 

25 9« Fribxibut: membris^ ad communem: denomrnatorami rediu^ 
tiit obliaebituir 




/ 



MH«« 
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d0 ^ <M- — O 8'"- <P* ^(v — 1 ) cos. (t >* 
sin. Cp* C08. 0* (jUL— 1) Xi' — 1) sin. Cj^'»^» cos. <p» 
(fJL -4- t/ — 2) (fJi -4-i/— 4) r 30 

^*" (|UL — 1 ) (7— 1) J sin. Cpf*— » cos. <[) 

<qua reductione semper ad calculum contrahsndum uti licet, nisi v^ 
jjLm 1 Tel y = 1. 

Scholion. 

3(1) 
260. Hujusmodi forraulae -: — 3— 3— etlam lioc mod* 

•* *8m,^*'C08. (p^ 

Tiftxhne obyio ad simpliciores reduci possunt; dum numerator par 
«in. (P* -f- cos. (|)' =: 1 multiplicatur, unde fit 

J sin. d)* cos. O" y sin. dy^^ cos, <b^ J 



(Jf*^^ C08, <[)* y «in. (p^ C08. <P 

^quae eousque continuan potesl, «donec sn tlenominatore unica tadtuan 
jpoteataa xelinquatur. Ita «rit 

W«. (p cof. (|) ""*y «o{.<^ ' / 5m. (p ""^ cos. cp 

jin. (p* coi. (p* "~-/ Vin. $• ' J cos. (p* "^ ^of . ^ ^Jin. ^ * 



/ 



in subsidium 



Tocari potest , esse -sin. (^ cos. (|) = | sin. 2 (}) , wide habetur 

y 8-hr^« = ^ 7 W^' P°'''" co = 2<3), quae formula per 

superiora praecepta resolvitur. His igitur adminlculis observatis 
circa formulam 3(|)«in. t|)^cos. <|)'*, si quidem m et n fuerint nu- 
ineri integri sive positivi sive negativi, nihil amplius desideratur: 
^in -autem fuerint numeri fracti , nihil admodum praecipiendum 
occurrit, quandoquidem casus, quibus integratio succedit, quasi sponte 
M |irodunt. 'Quemadmodum ^utem integralia, quae exhiberi nequeu? % 
pcv ^serics «expximi ^onTeniat, in xapitc ^sequente accuratius cxponar 
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Sflnc rero fonmiUis fractas considereBns» qonmi dcaraiiiiiator 
est a-f-6cos. ejosqiic potestas, taks cbb fonmilae in Theoria 

AstroaoirJac freqiientisjinic occarrnnL 

Fr o blem a 29. 
261. Fornmtac difiercntians r^^;» inte^ralo imreSfirwe. 

S o 1 n t i o. 

Haec mvc^tjgatio coxnmodios institui neqnit, quam ut formula 
propesita ad formam ordinariam reducatur, ponendo cos(|) = 



I — 



iit rationalitcr fiat sin. <p := p^J^, hincqne d^co».^z=.^^^y^ ^ 



•icque b<^z=.~^^, Quia igitnr a-\-bcos.^ 

«rit formnla nostra ;^J_ = --j-j^^i^^^ qoac pront fucrit 

o^^^ vel a<69 yel angulum tcI logarithmum praebet. 
Casu a> b repcritur 

f <5>$ a * (g — ^g 

J a^r b^tos. ^ >/(«« — &») ^^ "°8- y(aa — 6&}- 

caiu a < 6 vcro cst 

f^ ^A... _ J . •(&5 — cg)+ x(^— g) 

J a-t'6co?. $ — y (^6 3-L- aa) ^ y (56 — aa) — * (&— a) * 

Nunc vero csi 

or — y --. • . j ~.tang. I (p zz: — — ^; 
qua restitutionc facta, cum sit 

2 Ang. tang. ^ ^.-^^1^ = Ang. tang. ^7^^r""r #- 
= Ang. tang. 7 ■ ,w ^""•^^Ca;-ftfl 

^ «^ (a-h5)(i-Hcof.cW— (a-.6)(i— co$.<pj 

= Ang. tang. UJL^^jLi^m . 
QnocJrca pro casn a > 6 adipiscimur: 

; a + * c^ — •(««_635 Ang. tang. _s_i^-_/^ g^u 



J a + beos.(p ~ y(aa — bb) ^°8- «>«• «-^ fcco^.;!, -- ^ , 8lTe 

f ^<P — ' *__ _^. acot.<p-f- 5 

/ •-».*«.,. ^ — •^«-.nj A»S- «0»^ a4,J„.<^ ' 
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Pro casQ autem a < ^; 

a + bcos.<p — V(bb — aa) VC6+a3(i-i- coi.0)— /(6— a)(i-cof.cp) 



•eu 



/' 9cP ^_ 1 » ggQg.cp + ^-f-ym- ^./C^ b — aa) 

•a + bcos,^ """ V (bb — aa) a4-6cos.0 

At casu o =: a, integrale est = -■ = — tang, | (p, unde fit 

/ l-f-COJ.(p O 2 T- l-i-COS.^' 

qtiae iiitcgralia cvanescunt facto C^ =: 0« 



Corollarinm 1. 



262. Formulac autcm -y./i*-^^ =i ^=^ integrale est 

a + 6 C05. (p a 4- 6 coi. (p " 

~/^3j~--2, itasumtum, ut evanescat posito CPnzO; sicquehabe» 
bimus : 

/3 cp yni.0 _i_ I 
a -H 6 coi. (D 6 



a-H6coi.(J> b a-i^bco5.<p* 

C r o 1 1 a rium 2. 
263. Pormula autem _^ ?^^ ^^ transformatur in -^- r/ \^. ^\ s 

a-|-Acoi. Cp 6 D (a-J-oco5.<p} * 

unde integrale per solutionem problematis exhiberi potest: 



/d CP co s. (p , , ^ a /• 

a -+- Fcoi, (p b b J a H- b cos. Cp * 

S c h o I i o n 1» 

264. Integratione hac inventa, ctiam bujus formulae r rr— 

integrale inveniri potest, existente n numero integro; quod fingendo 
iotegralis forma commodissime praestari videtur: ponatur 

r , 3$ ^ — A"'«'0 I j^ f _3$ . 

J (a-t-3cos.(p3« a + *cos. (p *^ V a + ftcor.^^ 

ac reperitur 
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* = S7=^' «' '" = ;7xnj- ^o"» aig«tiir 

■ f g<P fA-l-Bcin.(P)tfii-0 . y ^^ 

areperitorgue 

Jl — "S . T, — ti . .„ Jna-Hit . 

"" .TT^^rii' " :..(«o-r55' ™ >«(ao-ti)" 

^similiqne -modo inre&tigatio .ad majores potestates continuari .potest, 

iabore quidem non parum laedioso. :Sequenti .autem mo&o Jie£«tium 

JaciUime .expediri Tidetur. 

■r, -, ,. .30 (/4-acos. a» 

sconsideretur acilicet Xormula xeneralior —^ — ^-j— -T .. 

■* <a-\-l> cos. <J))"-H' * 

■c ponatur 

/ 30(/H-srco» .i^ _ Asin.q) /• 3<|)(B-^Ccos.^ 

(a-4-6cos. (p)"-t-i (a-f-6cos.<l>)* J (a-+-»6co8.<p;" ' 
SUDttjsque diiferentialibus, ista prodibit aequatio' 

/"+ ? cos. $ z= A cos.«$ (a-f-ioos. $) -l-n A48in.ll)* 
-H (B + C cos.'$) (a-H 4 oos. (p) ; 
•guae ob sin. $'c= 1,— cos. <J)" lanc formam induit 
— / — 9 008. •$ + A A cos. (p* ^ 

+ /1 A4-f- Aacos. (j) — nA6 cos. ^'f 

-HBo -f-Bicos. 0-)-C6cos.$' / ' 

+ C0COS. $ ) 

■tmde singulis membris niiiilo aequatis, «licltur: 

* — n(.^4J5' ■•* — 7jz.Ti " ' ,iii-ii^ 

Ita ut haee «btineatur .reductio 

y d<P(/-i-gcoii.(p} tag — 4/) sin. <I> 
(a -f- 4 cos. $)"-•-■ « (oa — *4) (o -)- 4 cos. (}))" 

1 /• d^[n(a/—b g^ -{-Xn— mag—i/)co».01 

"^«(«a —ib)J (a -(- 4 cos. (p)" 

^aijus ope landem ad formulam /^^^rj^r$^ perrenitur, cujut 
inugrale =T <J>+'^— ./.-+.««S.$ " «uperioribu. <«8Ut. 
.JPerspicuaia «utem «tt .«emper Xore k ='0. 
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Sch.'oLiQa 2^ 

266. Occurrunt etlam ejusmodi formulae, in qua$ Insuper 
quantitas exponentialis e"^, angnlum ipsum in exponente gcrens, 
ingreditiir , quas quomodo tractari oporteat , ostendendum yidetur^ 
cum hinc methodus reductionum supra exposlta maxime illustretur, 
Hic enim per illam rcduetionem ad formulam propositae similem 
perrenitur , unde ipsum integrale colligi poterit. In hunc finenL 

Botetur esse /e«^ ^^—-5: «^*^- 

Frablema 3fr., 

y66. Formuliae difFerentialis dyzize^^^<Psin^(^^ integrale 
iiuDOStigare^ 

S^o ratiai. 

Homto «•^3(|) pro factore- differentialv «rif 

Sf= ± ^«* sin; (!>'*— ~/e«*'d(p sin. 0^» co«. (^t 
wniir modo reperitur 

/e** d^) sin. (^i*—» CO8; $ r= ~ e«^ «tt. <p*~»^co8. 

— -J/«"^3 E(n ~ 1 ) sin; Cp»— » C08. ^' — sin. (p^, 
qnac: postrems: fommla^ ob- cos.()!)*:z: 1— •sin^cp*, reducitnr ad hftft 

(nr — 1) / e«<^a (|> sin. ^>^ — w/««<I» di(p sin. (|>» :; 
unde: haGebilur 

/•««<!> a(p sim (I)'»"^ -J ««* sin; (p» — ^ i;«<I^ sin. (p«— * co$. ^ 

ll2;=^/c«<l> a<l> 8in. (Iy>-*- — ^/««W» a<p8in. (j!)»:- 
^tare- hanc- postremanki formuIam:< cum prima: coniimeend&,. didtorr 



, ./h^ ^ . ^- e*<^sin..(b«— » (a sm; (!) — n cos. (C)' 
/c*<l> 3(1) sin; d)«=: — ^— — ^ ■ > & ■ 






.k.. 



162 CAPUT Y. 

Duobus ergo casibu8 integrale absolute dalur ^ scillcet nzz: et. 
n = 1 9 eritque 

««•f (a sln. (J) — cos. ^> 



•^ ^ ^ aaH-1 'tta-l-l 

atque ad hos sequentes omnes , ubi n est numerus integer unittte 
major, rjsducuntur. 

Corollarium 1. 
267. Ita si n zi: 2, acqulrlmus hanc integrationem 

re-<p d(b sin. (b» = ^'^ ''■"• ^ ^^ ^'°' ^ - ^ ^"^' ^^ 

^ ^ aa-+-4 



1-2 .^ 1.2 

c«^ 



a (a a -f- 4) a Caa -f- 4) 

at si sit n r= 3, istam 

/««"^ 3(p sin (p' czr -J--^ -?- ~- 



2.3«°^fasin.0— cos.(|)) 2. 3 



(aa-h i ) (,cta-\- 9 ) iaa-h 1 ) (aa-|- 9 ) 

integralibtts ita sumti^, ut evanescant, posito (}) = 0. 

CoroIlarium2. 

2 68. Si igilur determinatis hoc modo integralibus , statuatur 
a(J) ~ ~ oo, ut e*^ eranescat, erit in genere 

/c«^ d(p sin. Cp« rz ^£^/e«<P ac/) sin. (^^-^; 
hincque integralia pro isto casu a({)i=:— -oo erunt 
/e«<Pa(I)=:- i; /e-<I>a(J)sin.(D =z ^-^ ; 

/.«<Pd(psin.(;)»=: j^j;. /.«<Pa(psin.(;)3= ^-^I^; 



.■,-. : Corollarlum 3. 

• ■■••'{ 

369. Qanre si proponatur haec series infinita 

^ ■*" aa-H "^ C««+4)(««-hit) "** ^a«-H)(«B4-i6)(««^6) "+" *'**' *"* 

a/^^ d Cp (;4 -h 8in. 0* -Hsin. 0* -^- sin. 0* -f- etc.) 

, posito post integrfttionem a<p rr — 



cos. ^^ 



. F r oJ>le tn a 31. r 

^7iO« Pqmmlae differentialis .e^^ d^) cos* 0* ino^grale Inrcsti^ 



\ .' 



{Ij0lut4#« 

ISimili mode proeedendo ut ante» erit 

4nni Yero 

~ '/«*'*^4^'0 cQt.<I)*~"' = ^««^-«in. 0^08. 0*""* 

— i/«f**d4)[co«.tf)'' — (n^ l)cos.(f)"— *sin.(J)*], 

qVBt postrema fonrnda abit in. — (n — O/c** B<P cos. 
n/e«^ dCp co8. (|)^ ita 4it sit 

/^♦dCPco8.(|)*=:i««*co8.(|)"-f-^c«<>8in.(I)-co8.0*-^ 
iii^^ /««<P a (p C08. (p»-^— 1^/«"* d Cl) cos. (!)•, 



«nde colligimus 

^.^^.1. ^ «** cos. ll)'*-^ (a C08, (b -4- n sin. (j)) 

/tf^ d<p 008. (j)« = ^1^ ' «; " 

01» -^ win 

Aft -t- rlfl 



- •! • 



ne ergo easns «mpucissinu smiK 

/«*».<> d 4) =r i e«<> ^ -C; /«*<l> d^ — . S.- 



20 









I- ■ ' « 



156 CAPUT VI. 

fore 

i.S.S (2X — 1) 2 6 10 !4 4X— 2 

2.4.6 »X 2»''—' »34 X ' 

Pro paribus vero potestatlbus est 

eos. <|)® = i 

eo8. 4>*=r l-f^ j cni.i^ " V \ .\.>. 

eo8. (|)*=: I -+- I cos. 20-^ | cos. 4..<f> ■ 

•08. 0* = g H- ^ C08. 70 -*- ^ eost 4<J) -f 5^ eos. 6 

C08. C|>» =: ^ + ^ coa. 2 -+. f^coa. 4 h-',-^co9.^^ $ :+- jS-Co». 8<^.:; 

la genere avtem si peaatur; .> . ,; 

608. (p*^ == % -4- ^ QQ8; 24> -HC ces. 40 -i- 2) eoft 6 
Hr- € cos. 8 -|r ctc. erit . 

ti3.fr (»X — t) l 6' tO f*. 4X — » 



% 



2.4.6...... 2X 2»^-~'*2* 3 , 4 



•* m V ^ •• 

I 



«-iPn* <f=JS®! »=s5|e; e=J^sn «te- 

Quodsi nunc isti valores substituantm-, erit ^.* ^ 15= 

t - Mcos.0-»-|/incq8.20-i/j*cos.ar0 + j)i*cos. 40-^n'co8-.60-^~«*co8.64Jfc 
^\nrf\n^ -^j/i* -V -+?«* -^n* ' h-^>i' 

.4-l«*-^n» -»-i^n* -iin' ^iV -*'n?^ ^^ ' 



u6 



*■* . 



imdo patet^ si ponatur 

■ . • 'i « 



f > 



. '• .i;;.-j:itc 






■.!» f'i 






sicqu^. eridef* ps^kes» A ^:?? ^^-jjqj^^ „ .. 

Siinili modo est '^ * - r 'C^' * 

Kleoque B = J- (777Z:: ;no ""* *)• Verum" ct Aunc Tilorem et 8C- 
quentes facilius hoc modo dBfinire iiddt.' i €iSla sit 

' — ?jdsr0-c4»i5XC^t2Sficol. <9t *-'^,iJ0J-+-fw«j<5iff.i;Xi^,a«dB 
i = A — B 008. -f- C cos., .3((^,TTn Q,«Q«j «^^frlli.ffftfcf^^-irTiil^ 
-^An -^i(P:/» +iC« — iPv . 



: » 



/> " 



«nde qma A jana defini]i^u^^ ^V^ I^^'^^^^^* ^^ dctcrauBtBtor ; 

llisL . jg>tur«oe {£01991%«^ .u^en^ f^cile anin«tar.|^ if^f^j 

/n;^ = A$ - B sin/*;ii:^;^.-:^ jfc I ^3 ;, 

-^|Dsin. Sfp-^iEsm. 40 — cl« 

^utftc •cries sccinidum smus atngulorum 0, 20^ 9^>, ete. progrew' 
lin:> uti dcsidentaMMfn! -^i xci j.uLvr, i,!,i-j ..-iaai-.ii. •:,;!> .i)* ; 






I ' 



flT3.i"Pi'itup.p4^"**"'^ resolatlonetn loctim babere ntn posse, 
nisi n sit numerus unitate minor; si enim n > 1, singuli coefHeien- 
tcs prodeunt imaginarii. Sin "autem sit k^izz 1, ob i -f^cos. z:z 
2 cos. i (J)^ erit integrale 

y 1 -4- cos. (j> y C08. 1 (p" * • ^ 

droHdtrinin >l*..i . 



reliqui coefHcientes C, D, £, 'elc.nseriem' ttenrrentem constituunt, 
ita ut si bini contigui sint P. et Q soquens futurus nt jrjQ rr-.P« 

Miactjfcujli ^qCfktranif .^MffcCiJ^a -^- .lo xji4icetf. .«nt iilJiipiS^. 
q«IJ^4«*TmMs'itthhi(i*.f©Mto4.con<a^ : - C ..'.•• - ' : :. 



I • • 



: » ;.»..• 



275. Quia autein .in trosira lege aoii A 4edr SA «umltur: 

posito A zn , prodire ^ debet- 2'A ideoque -a -+- P ^ y j ^ ^\ ^ 

deinde facto X zz: 1, fierl oebct: ^: » - - * 

» ' m ^" «1^(1 — nn) * 

uMcr A— ^-,~ ^> Jl^^y . Ergo rf_0 tt p--^^,_„n>t 

%icque quilibet terminuSrprttetet* A^erit ±1. -^' * ' * • 

^ /V X' "^ V.(«,— "inn)!!^ • .▼ -• 

^ C o ro 1 1 a r 1 tt m 4." 

276. CoSiBcieBtes ereo CYoluti ita se habobMik... ii..L ..: . » 




D 






•lCAPU-T Yi. Gl«9 

j ■ 

4 — 2nn — 4y(l — nn> 

^^ ■ * - ' ' ' ^ ■■ "■''' *> i . «>c 

nni/(l — nn) ^ " 






)^i- 
•^ 






n*]/( 






64 — 9 6nn-f-S6n* — 2n^ — 2(3 2-^2 .*»nnH-6n*)i/(l ~wn> 



-- » 



C6rari ar lum fi?^ v * - •; ^ 

2 7 T» Quia n < f , hi coefficiente» plerumque lacunAF 
'ttikttttft''^il serfts^piftnniii iinreiita»; BcitiCeU-- - , .'l /, 

•?T*.*'*7 V r '"^ ^••^ '«•' «.6^^»- ^ j^' ff.6. 4,6.0. lO- ' ' 

D — i n^ ( t + ^t n* -H ^iZ-,^* ^.-i^MiMn.*:H|-.Jetc.> ;;.- 

•^ 4 * V »^ a.3 "^ a.8.4.10 * ^ a.6w4.io.6.ia ' ^ ^ 

E = 4 n* ( ■+ ti^y + f4;J ,t »*. *- 't^^, rfi + etc.) 



« ' « « «• 



»■ 



•»•: .r.i!^ 



3 79. Cum e^ his Taoribus sit 



N ' 



in hae serie tcrminus primus A(|) imprimis est. notandu^ . ^no} 
crcscente angulo (^ conlinuo crescat, idque iq infiditum usqftc, dum 
reliqui termini modo crescent modo >de$cre^ce^t : nequc tiimen 
certum limitem exccdunt; nam sin. XC}) ne^que «upra -4-* i drescere, 
neque infra -—'1 decrescere pQtest. .Qum deio.de hoc integrale 
supra iBTentum sit ... 

zrr-' — s Ang. cos. ^i^^i^JL 

teries ilia buic anguto aequatur. Qoare si Me angtllus ToceAir fa , 

^ mU :i-. — ^^>^(«i — ««i •^ «i-4-COf. 4> •• 

•* "* ^« — :^\c^.^ f «n* «»••« =7^:^' hmcqac 
jn •ff- 108. (p — C08. 0) — n co8. <^ cos. ta 'zzz , ex quo est Ticissim 

<08. ^ ^'"^ill * .<juac formula jcum ex 10«. nMclitQr «imto » 
|iegatiT.o, /erit 

jrp^i^ — A(i) -f- B8i|i.tt-f-|Csin..2a)-4-|psiB«3tt-4-|£siB.4M-4*ete. 

^^xym.^f^ ,.. .^. •..••: 

7^-) =: A0 — B sin, (J) -H J.C siq, 2]fr— |J^ «»• 3 
i}- i E sin. 4 Cj) — etc* 

i^ ^ii^ni) = A, habebimu? : 

±:z B (sin. cu — sin. 0) -h | C (stn. 2a) H- sin. 2(p) 

-rf- 1 D (sin. 3 01 — sin. 3<J>) -f- ete* 
Guju^modi relationes notasae juYabit. 

Problema 36« 

2f9. Inte^ale fonnuli^ d^ (1 +n eos. 0)' per seriem^ 
aecundum sinus angulorum m^ultiplorum ipsius (f) progredimtem ^ 
jezprimere« 

.Solutip. 

Cvm sit 



4 r 




CAPUT VI. i6i 

ai pcnamns 

<1 -f*n co*. (J>y = A 4- B co«. (p -f- C cos. 2 ^ 

-f- D C08 3 <J) -4- E cos. ^- Cl> -+- etc. 
crlt per Ibrmulas supra indicatfts: • 

' i.m V ' 1.9.5.4 ^i 

i.-a....o B.4»v 






^^ 1. a. 3. 4. « ' «.4.6 i^ ^'•^ J 

^ita^K series Ita ctarius elhibentur.c 

" ;« ^^a. a. 4 '* "^ «.• s. 4. 4. «. '* "T" ^**-» 

^IiiYentis autem hls binis .cocfficientibiii A ^i M^ religui cx iiit 
«cguenti .modo commodius determinari jpotemnt» Cum $ic 

>7 (i H- n cos. Cj)) =: / [A 4- B cos. ^- C cos. 2 

^ D cds^ a ^ £-ca8. 4 -4- etc.3 

«unantilr tlifferentiilia, ac per ^^dC^ dividendo prodit 

V n f fn . <p B ^itt. H^ a C nn. a -+- 3 D f >'*. 8 (^ «4- 4 ^ ^^^- 4 "4^ ^^ 



.Jaip pcr prucem .multiplicando, 

ob sin. "K^ co8.4> =3 «in. (Ji 4- i) 4-i wn. (X — 1) $ ct 
.sin. cos. XCJ) = 1 sin..(X 4- i) (j> •— | sin. (X — 1> 0, 

IJerTemetnr ad hanc aequationem : 

'O=^B8in;(P4-2C8iB.2(|^^3l)8te.5<^4-^fi8»n.4C^4-6?siM.504- etc. 

4-jBn -fiCn H-|Dn 4-|Eh 
4- i Cn-f|Dn 4-I.E» . -^l^n -^^Gn 
^yKn — -Bn — ^Cn — -Dn — -En 

9 • s a 

-•4l.rCh 4- jDn 4-^En 4-:Fn ^^Gn 

21 ' ■ 



16^ CAPCT VI. 



I» a a V - 2. 6 ' 4. • 

. (v-6)(^-7) p,,»_|,etC.) 
• 6. 10 / 

p^*(v-0(*-») »3. (v^jHj^^a . f>-5)fv^.ttp^«- 

4.1lZl2HlZLfip„»4-etc.) 

E — v(v-0(v-0(^-5) JrfA^ (y-4)(^-5> a (>-g)(>-T^ p , 

~" j. a. 3. 4 8 N ' *► 10 •" 4, 11 * '• 

4.(jLlJiI^P;t«-f-«tC.) 

_^i-^iiHl:rii-ip„-^etc,) 

ctc, 

mbi m qnalibeC sene Iittera P termmum pnecedentem iiifegnmi de^ 
notat. Atque ope serienmi istarum coedScienteflr plertfmque factliiiii^ 
invenimitur, ^am ^ex lege atite tfafditar qiiir quiscfue cx ^iaia prae- 
cedestibus determinatur. Q,uin haec lex defectu laborat, quod sl k^ 
fuerit numema integer nefgativusr praefer — t ; quidara coefBciente» 
planc noff definiantur ^ quos ergp ex his seriebus desumi opertet^ 
Ita si fuerit 

y =: — - 2, erlt B zn vAn zp — 2 An^ et 

^ » • a \* ^ a.S^* ^a-. «-.4.«^* • a. 6. 4. dS; lo ^ T' eiC^ 

ti Sit j^ — ~ J, eril C in — Bfu et 

1.» 4 ^ *3 a.8.<(.io ' >ft.4.io.6.i» -"^^iw.y 

si sit )» — r— 4^ erit D =S — Gn, ef 

».*« » V» ~ ».10 '• ~ •.•o. 4.1» " ^ kio. 4.H. «.14 ^* -♦•«'C.^ 

«i sit i/ zn — 6, erh E zz — D»,- et 

* -^ — i:^ • 7*(* '+• — '»->- 1:15:17:4 «* 

I 10. II. ja. i3. i4* 16 iC I V ; 




^'. ^^^^^^^^^^^^^^^B^^^Hk«£? . ' ^. A^.^.*<^..--r4j.^ L.*j# & 



€ A F ^ iT 'Yt. 



165 



^ 



»v 



^ 



-•■* 



|^X«lB.p)tt« f. 



sit numerus inU^er paeUivu», 

Posita C* -4- » cQB.(^y i:p A 4- B co«. C() -|- C co«. 9^ 

-4- 1> co^' 3 H-^ E co«. 40 -h- «te#' 
prq iniilgiiirs valonbus etponenti« v habebimus; 
I.) 81 yrttt; A= «; »=b?r; CmOj cte. 

3 i -tr I «"j B n 2«; C=|nn; DrrO; etCr 

= i,-+'|n'; B=:aii(i:+-{^ €=!;>«; 

* D =r I n*; E =c 'j etc. 

I^ 1 if. f n* -f- f w*; B=4n(l -|-|n*); 
S dn*<i-^|n*)5 D=in^Er=|n*; F^ejietc; 

Hi atrtent cfasu» aihil : hi»b<Snt diiBcdtatis^ Ad n«um «equcBtCfli 
taDtum juTabh priBium terminura «l^solutum A not8««c; 



2.) si )/ = 2; A 
3.) «i V=I3^^; A 



4.) »i y 



4; ^ 
C 






«k 



«1 V 



«1 V 

«i V 

«i V 

* • 



1} A 
3; A 

3; A 

Ai A 

6; A 
6; A 

7; A 






ri 



l-^}-n*> 

1 .+-?!»„•; 

* ». s '^ a. a.4-4 

1 

i-4- 

1 _i_ ZJ n' -4- 1?:^ n* 

•tCr 



f-4n* 

i. a 

6.6 d 
— /l 
9. a 




64iS^. 4. 

6.5. 4' ^ ^A 
a.flf.4.4 . 





a. a. 4. 4. #. i '^^ 
7. 6. 5.. 4' 3.» ^J^ 

il. ft 4. 4. «. • " ' 



£xeinplnm 2* 



ir«6. Fortiititd^'^-^ 



a(t > 

(1 + n C08. C^)>*^ 



tntegretU ptr ^erjem.evoU 



tfetrt. 



*l. t .' -v.» \ •\-.^» » .M .i . ■ < ..! ; : 



Posito ^ *f^^'l£:t iA^-^C co». 2(J) 

(i -j- WC08. 0))'' 

*l. : ' .V.i t^ -v-.^, 

« praeocdcntibt» ^formulis ponendo y n: — jul cnt 

B = — fj^n (1 ^ fr;f--K'^-»^''^ n»'.4, <'*Y'^(^-^ i^Pn' . 



Ii2*'*ij-, Dt^ ^..v^i» »' 



• .- •• • 



vbi tit antc in quaquc ficric P terminum pracccdcntaii ddnotat» 
Hi autcm coeiHcientes ita a sc inyieem fmiAent, Ut iit * 

n ^ ^ 



p 6D-4"fM>-4-a) Cn, « B E -f- (ft 4- 3) D yt , 

ctc. 

Ubi itaebfranAhry iqtaindo |jl cst immcrus integcr, supra jam rcme- 
dium est allatum. Hic igitur praecipue inyestigamus quomodo 
coefBcientes cujasquc oasus cx casu praecedente determinari qucan^ 
quod ita fieri poterit. Cam sit 

-|- D cos. 3 -f- eitc. 



eAPUT VIF. tff 

ponattrr . * , ^ . .. ^ 

t ■ '.■■•-' 

r ^ •■ v = A^ 4- B'^ C08. 4- C'^ co». "2 

(1 -t- n C08, ^)f»+» ^ ' ^ 

,. ri- 1^ cos; 3 -rl-- etc. - a 

haec igitur ' «eris» p^r f '^^.n «08« 4^ murtipticata in illam abire 
debttf est autem productaia 

+ A^n Ji-iB^n 4^'|>C^n / ^, 

iB^n-*-iC^n ^ ^-liyn 4-iE^n * 



3^ 

VBodc coUigimus^ 









jy ,l,^ t(o— cQ—B^y , £/^. ^p^dO— qfy . 



dbximnodo» ergo^ coelffcrens; A'^ cbhslaretV ^ w^uehtea ''fe ^ «Cr 

haberemus.. Videamus» igitur quomoda A^ ex A determinari; possitt 
quia est . ''^ " M '" 

A — i + ^^^^^ n^ 4- ^^^^i^ ^i^-h ^)(Ei^ ^* ^ etc> 

X'=i t I fr-^-)(K4^ 'j^«- i> , (M>+-»>(>.H-^)(ft-t-») 0^4-4) „4 .^ ctc. 

trftctetur n ut ▼aTrabUisp, t^. pri^CN^ «eriesF p^' n^ multipficata diflTe^ 
xentietmv ut prodeat , 

"^ • 2.^ 2. J. 4 

tfime Kries niaiulesto» ej^ ::^ y^n!^^ A^f, ^ofirca A^ ita per A de- 
termumtury. ut sit 



Ji ..... • l « 



-.; i.ii ♦3C; -^* - • ^p^tfi**^ 'Ajii^^^ft ' •' •''••■•'' ' • ^ 



Cim ii^tur pra casu ^ =; 1 inYtnerimiis 









..:^<ffiL< 



*«• 



QA?VT VL 



1 ^ dk 

• — ♦ ob — 

y (i -— nn) 0n 



(1 — «») 



r 



em 



•4- 



?zn 



1^««-»") •/,_„„)> 



<<t-^nx) 



I 



nic jjiiB ttt Talpr ipsius A pro u.zp ^» Vfide ob 

dA 3« ^ 

-, fiet jprp y.^ $, 



dn 



(1 — nw) 
I 

I 



3 nn 



T 



/_±J»" 



I 



(1— HM/ 2.(1 — nn) . (1 — ni0 
H^ modo ti .)ilterjus progrediaqiur, reperiemus,: 



i 



•i fli= i; A 

« )A = 2: A 

#i fA. .=: Jt A 

»i )ui . . : 4; A 






i -f- 1 n n 
(1 — MM)''/^! — wily' 

1 -j- I /1 n 



i> 



o — /i/oV(i — /111) 



ii fi . A; A 



1 -j- 3n/i -4-|/i* 
(l — Hnyyn — nh) 



C or liariu.m 1. 



.'4 



iH7- Kuilam moclo (iti«m tcKqui cpefBcientes fi^, Q^ ete. es 
«iiiilM)|iU U| tl uiu, dollnleiUui-| fvttnt^ue omaes iyjuie reiAtiQxie» intqr 
«li «iwtiisiii ««^ilifiet uti cit 



' ■ < ' ''!• i 



. :* . 4 



./1 




CAPtTT Jt 

A' = ^- = A+-5-, "t» em 
_! a.Bnl' „ ■ n^Bf '"■ ,'" 

■»'= an?:-="+p^'" ■ " 

axni'^ n3C. 

^'— a.n» -^^^ jx3n' 

eto. 

^ ■ - -■• A ; :~;! I. 

' ' ' lCoroII arilom 2 



f<f 






^.=^, ande«.f 



hiiicque ^ 



[ 



'...« — ifL B ^ •+Tr3B + ^ 3 A i= 
millipH Mhg-bt* n"-' jij^ lij _ 
<"» — 9. B> •+^W-' a'A =' 0, 

m&Miaiaid .L _ _ _ 

0." Bnliii-iil^iTTiMl* ik = — Zif-l X-i-J~(n,- r)/Krf-*im 

ideoqae ■ , . ■. , . 

. f ,, li:;'1 K .^iirri.l .;'')n».) olm» 

B;'j2rW^^'-4-."ijiit^-2^/A*fc»'aa..i ■ •■• :- i > 

.»,■.,-» -Ji^^OiJ ■,-v;;.afeS'- .«;-='- • '*- ■.,;; ;i - 1) 
At snte habueramus , 

B=— 2An — ii!ip4/Aii3i.;"v."";-"^ ''* 

-«. «. U.ui, ,o-J;..C55<';!:!^'^!H%,;i;3- :,:!.,.; / „....: ,„„;, 

28V. Hie Taloribn» aequatis',-''iibthMttn° aetplnuio' iilter A''«t A, 
qM qoaiuitas A per n df;teL-iifii^{ur, erit|.enim 
„, «-'Vnl'— aA = An + St=^/Anan: 

C« — nnjaSA^.^ — 2((ji-M)n9»aA — ^^^OWtfiS^, 

32 



'.:|;-1-: A 

'.-.f . '.it 1 J = A ,>=:m 



m 



J9ch.oU6i« , i, ^hA.^ , . 



• C\ ' — * 
290. S bos Talores ipsiu^. A^cum supe^jonbiis , ubi u. tnt 

inl^r negatiyns inter ^s^-kwa^iStvaaat, 'eximiqsi: Vsnrcnienr 

deprehendemns. * '^: " "'' ^ 
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a pzzOi A 



,:=ZU J^;;spi 
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2; A=:lH>|n< 



3; 1=1 -^fn' 



! A - i 
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81 fjL=l; Ai: 
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-.: A(> • -ar=f»«»AV.^ — »»> 
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ftiO 






^ . •• • 



ittdb eoncludlmua, s! fuerit _ , ,^ ^ >t"^-»»- 

(1 »f- n co8><|3i)rrl A «Hv fe oos ' ^til^ C ^oa:gtpla|":gtct{ 
(1 -^-ncoa. ([))-»~'=:Sl-+-83cas.(|)-t.€co*.2(I>^-etc. 

^" •^ Cl — nn)''i/<*'^'«'?> 

Quare cum pro caslbus, quibus y est numeras integer poshima, 

talor ipiius A facile aefiniatur, etiam' procasibus, quibus cst ne- 

'Schoildii'^ 2."- ' ''-"' ^' '-^'-'"«^:' -««j- 

301. Cum pro casu p, rr 1 > bupi-a valoret singtilarum fitter»- 
vnm A, B, C, D etc. siBt iomtti, ' scirieet fbslko ^iatiiixM $hl6tt 










^;»?..««W^« p^^a.temlno. qttocuiique N=: ;^^^ ->n«) ' ^' ^7 



. ■ ;''; 
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Qoafe 81 . .Itttinninwr- - . ,: .._. i, -.- ,• 



p^p^^A^ £= 1^^' fe~os. 4>-f. C e««. 1 4> 4- » cos. 3 • 



/i^y 



I>irt- 



^jprom 81 exponens jix fu^jt jtvuaerujS,. niacius, cbelHcienteV B, 
C, D, £, etc. baud aliter, ac per series supra datas.defini^i .pqsse 
▼identiv. ... Pomus .autem A modo peculiari veVb proxune alii^&t 
potest, quemadmowin^ in problemate te^ente tlociixhus. ■^ ^ > 4 

t k .a-. > — K — jrlC» .nii vv — » ) ' -f.- •(„ .ui» ., _j.. ^^ r 
392. •9»o- ?«t«liit<i0iR Ubraittlde %<(i :«f-fR cos. (p)* in hujusmodi 

«^ H^^»<50»> 4^rh!C QWr ^0..Thr. i>ii9y4^ •+-.:^#- iiPirli?- 





ii2 i'rii?X'T'^ nm, 

Cum nccessario sit.>iz< 1,, series quidem supra inrenta pr 
A conrergit^ reram si n parum ab tinitate deficibt, |ie¥mii^iy' ter 
ifiinoa kctu ^tJoW op^rtet, .aDteqm^ yaWr ^,jpjsjui^ ^u^^^i €*«J?f«^ 
prodeat, praecipue ai^yjuejrit numerii^ medibcritc^ magnus tam ^ 
positivUs quapi pejjalivus, Q uoiiia m tameti— prcaita i^^luttftpc jJHjjiy 
formulae ( 1 ^ /i cos. $y"^' = 31 : ^ 9^QS> <P -h^^os. 2 -h ctc. 

a termino 9C ille A ita pendet, u^ilr A*f±:^tt '^ yiO~7 Vi?^ 
lOCMtermino' A/iaYepiefi^oo dupligi^n^ ^abemus /Mrjipm 

«.a •. a. 4.. 4 a. a.^^^^ ^4. j jO. S 

a .| tiw/^^^ri I (v-i-004-a) ^a t fv4- i)ri>-4-a)(f+53 (t+4) ^4 

^ , (v4-»VvH-0(y+.^Kv-f-iiUv4-5Hy+ S) „6 • ^t^^ 

quovis casu ea usurpari ' f^otest ^ quae ' nia^ convergit. Temm ta- 
men qui^ reli<]U| coci^cientes B, C, D, £, etc. tandem cpnvergj^ 
Ge1)ent » .hldc \ ajla^sia) ad_ T^lqreiii j^^* A^ appropinqiiindi patet. 
QuomaiQ enin\ hi coefBcientes' alttrnatim pcr 'pare^ crTnipareV^TTO- 
lesutcs ipsius n deiiniuntur. suihlo angulg quocunqu^^ tt "^it ^ 

< 1 4- /r cote. oy =: A -+- B t o a. t x \ G c n C 2 a -f- D cos. 3 a 

-I- E fPS^ ^XL t+- elc. et 
- ; (1 r— u iCDS. a)^ — A — B cos. a -f- C cos. 2 a — D cos. 3 a 

. : -4-'E'cJd. 4a'--'elc.' ^i • •.' •^.r-; ,> mtj:;^7 

jJEli^lcHur addlds procfit. * ' - -f /' '> 

J (1 -f: n CQS. ay ~J- j (j li- n co8.'a)» =±"X -4- C cos. i'A ' 

4-'E C08. 4a -h G'co8. 6^«'^:.^ etcr"^* •^*^- ■- 

^bi si pro a scribamus. 90° — .a*> crit . 

^ (1 -f- « sinv ay -+-{(* — M sin. ayzzzA — C co«. 2a 

' ' ' = ' H-'Ecb8. 4a— •GcOiL<if«--h«t^.': e 

luSd^ hiti additis / semissis terminorum fledbc^i^ toitifurs- 

plures hujusmodi expressiotiitS^ ac^posamw b^fit»tii^ ^tiff:x. 



'*A ■ Aj j -7 



iT4 dlPlrt^V^ 






mide coIiigitHr 

Sl -+-»-♦-€ -1-3)=: 4 aUI 4 (32) -+- 4 (64) — «te. 
«rgo amlto propiw - -■- • -5-- -' " - -■«'•!' -••'T-i'^ EiJinv;. » ■v;:!-! . .;i-A 

293. £x immto antem Talon A sequ^n^ B satis . expedite 






B = i&±^/Andn — 2Aii. 

Qnatemis ergo in A ingreditnr membnpa (^ i^ii^os. a}*,. tcI 

(i ^ n/yy dum /^ omnes llioi sint» et cosinW 'comp^lecirtur • inde 
pvo- B oritur .,...).. .,'»._„. r.?>:> 

2(y-^2) ^ ^ ^ . ^- ^-^^ClT-y^it/lt^Ti-n/? 

r " _ K" V - - • 

C oro llarium ,2. . 

...,,. .... .. .*■■*' ^ ; -•-"■■■^i i'wi 

394« Cognitis autem coefEcientibus A et B, quema d rfft> JU tti 
sequentcs omnes ex illis derirari possinti supra. osten^in^s. lis 
varo ' ihTentil integratio fbrmulac d^ (i ,-«- n cos. 0)^ g^ se cst 
maniicsta* - -•-■ \ : 






' * ' ■ • i^, r i- 



•ecttndam sinv^ ^agntewMi ,Ct^,r^2 0,i 3. < D>!t»tco ] ^g ^ r<diftntem «¥»1« 

«rit hls potestatibus ad timplicea cosinua reductis. . 
/<l-*-nco8.$7="''' ■«'iAffo8i:^4^'^^-^^-1^***i^5?3n*co8.4^ 






JL'CJ 



4 ^ 



— 1.— n* 

• •»»:]jV/;q ol.ii; -tlciijffjm q; .an :, u t -4-- S isq sxJiijy 

/(i -(-r^^^izr-^^rb^c^^^^^^rT-^^^** 3q>-4-l7eos. 3<p—- ete* 



-5^_jnn4>-^n + ^r^rj^H ^4^ etC._,^j;^ 



dft 9n 






3 
koc anm moiio evanesccilte tty fit A =: 7 i =: 0. Tum Tero tvk 

*eD4iatio praeoet , - ^,,^^^- 






iotegrall ita determinato, nt •vanescat posito n:^ 0» 

Quocirca pro biois primii ibtiHii&A habemna: 

A =: 7 »—«>^ ('—«»? et B == « — «V ('—»»?. ^ip V .y^ 

at sit kzzzlfP kV^i^x^$as''i^iiknrii^istl^M 

' ~ 3]>d^,^3<t)r)-4Ed4kn!i. 4$ — ete. 



Aiinii* 



;^^.B 









.— . 3 D «iii. 3 (p 4^^ ^B ^n; ii4^=--.cte. 



Qnare per 3 -4- 3 n cos. (|> multiplicando prodltV* ' 3' 

== 2iisin.^---2Bsin.(|H-'^Clin.24>--- 6Dsin.3^^^%9n.'ld?~cfa 

-|-2C» — 3Dn -I-4E» — 6Frt Ji«» 

^ . .. .. aJiWrVii-iW ^^.'V--^'i*s»»^'A'6?-'«irt«-i» 



k j. « CTlt * \^ «.1-. . - • 




Hmc «i brevitlitis gratia ponamus ^j ^ m, erit 

/(l-f-«C08.$)=-rT/^-|-f «icoi..0 — J»^'C08^^,(J> 

•^ ■ • -f i/»i»cos.''3<P-^»m'cos.'455-|-etc. 
idtoque integridc quacsitnm: 



rfC^LLil ^iuih':^.-^'*:^:^ ^^tf 



jtie ^/fi. V 



■«i . Jti^P . • . .: 



eiTwT->i. 



■■ «1 



*-^. 



iTf 



./'3$^(*+»co8.(p)r=Con8t 0/^+fm8iii.0^fm*8ia.2^ 

4-|m*8in.3(I> — ^m*8in. i^^-him^sii!. 60— etc 

* i / 1 .i T .- . j 

CoroIIarinm i. 

♦ * ^ 4 I - i 1 • 

296. Quodsi crgo ponainiis nzz 1| erit min i et 

/(1H-C08.(f>>=— /24 f C0p.((>-r?i008, 2(J^ i |CO8.30-- Jco8.44^-t-clc. 

et 

/( 1—008. 4» ==— /2 — f C08- (f> •:- SC94. l4)«-C| cO8.d0-*|CO8.44> -«elO. 

Cttin jam sit 

1 -¥■ cos. (P = 2 C08. 1 (^ :€t 1 — cos. ({> = 2 8in. |(t>*, erit 

/c08.|(p=—/2-t-COS.(|>— |C08.2(]!)-l-|C08.S(p---jC08.4(|>^etC. ft 

/ sin. f^=^<^/«Si-ic6l. ^ieos. 3 ^•^| coet 8 ^-i^led». 4 ^wetd > 
bine * * ' 

/tang. 1 0^ ^ 2 «08. 4^ — f C08. 3 ^)— f cos. 6 0^1 cos.7 $""Ciei 
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CAPUT vn. 

METHODUS' GENERALIS 






?L - . 



INTEGRALIA QUAECUNQUE PROXIME. 

.oh>-f (^*^.r.. -:-•-'>.. • IliTENtENDI. -■ 



i- t 



. % 



UQflagare. 



^ .- 



;0l5*-q> 'J .eOD ^ 






* i, 



)» i: — z^^ 



x.> 



1' * 



# * 






Cum omnis formulft mtegrali8> per se 8it indetQrminata , es 
aemper ita ^*>t^»'w>i»^ai*^ a^i^|>^^j|p|j|g|my;aK;i; ^ certus quidam valor^ 

puta ay tribuatur^ ipsum integrale Ifzzz/Xdx dalum valoremy. 
puta 6^ obtineat. Integratione igjtur hoc modo determinata^ quaes- 
tio huo- redit^ sL yariabili x allus quicunque valor ab a diversui: 
tribuatur, valor^ quem tun> integrare y sit frabiturunr, definiatur*. 
^ibuamus ergo ipsi* o; primo valorem parum ab a diserepantem ,. 
puta 2' in a -f- a^. ut a sit quantitas valde parva: et quia functia 
X parum variatur, sive pro x scribetur a sive a -f- ^r ^^^ tan- 
qimm constanlem spectare ticebit. Hinc ergo- formulae differentialig: 
Hdx integrale erit X.r -4- Const, ziz y; sed quia posito x ziz a, 
flcri dcbct f/znb^ et valor ipsius X quasi manet rmmnlatus, erit 
Xrt -f- Const. ZZ bp idcoque Const. ~ b — Xa^ unde consequimur 
y m b -\- X (r — a), Qnare si ipsi x valorem' a^-a tribuamuSr 
habcbimus vulorcm convcnicntcm ipsius y, qui sit izi6H-|3; ae 
jim [fiimili modo €.\ huc ca$u dcfinirc peteirimus t/, si ipsi x tn^ 
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bciatttr aliu9- Tator paaruia. ^upai^axis t(f,r\- ct : posito igitur <a ^^\ 
loco a:, valor ipsius X inde ortus denuo pro constante , habc^ji po-y 
tcrit , indeque fiet f/~6-+-|3-+-X(a7 — -- a -^ d). Hanc igitur 



opcratiortfem cohtrnilai'c ' licet quouSque lubuirit, cajus ratio t}uo me- )jl 

lius perspiclatur, rem ita repraesentemus> 



1 T . .-^.i 



si X =: a fiat X =: A et y :zzb 

» 

...... ^ -^ ' 



«i a:z=a^^ .':J5.,=.A'^..,y=5.6%Sr*ff-HV:<(/ir-^«^^^ 

«ibl valores a, a', a''^, qii'''^, cte. . Becundam ^ifierentias valde parvas 
procedere ponuntur. Erit ergo fc'^ ir: ft -4- A (a' — «) , quippe in 
quam abU fermala «nventa. y :?S frrr-K' X^Cx -* a>; £lt- -enim' XiR= A, 
quia. ponitur.a;.rr.a,.. tuio T«ro trit>iiHiw Ip8i:.«?..va)«r .6;=^^ i^ 
respondet y s=z b^: simili i»ii>do «rit 1»"-x:. H. -f- A'' (afmrwa^i)! ui»u«t 
A,''^ = V' -H A'^ (a'''' — , a'0 etc, .uti «upf » , po$uimM« ; R««titMnil% 
ergo valores praecedeates habebimus: ..■•.^j ui ii». i.:'" 



A^' =26^^(0^-— a)-i-A^(a''''— a') 

d iz: --»- A (a — a) -i- A (a — o ) h- A (a — a^) 



.////. 



6 -4- A (a'' — a) -h A' (a'^— a^ -4- Af (a''' — a^O -»- Af''^ Ca^'^'''^ — a''') 

• etc. ' ' F *• t ' V 

undeft si o: quantumvis exccdet «, series a^, a''^, a''^^, etc. crescendo 
condnttetiir ad o?, et ultimum aggfegatiTm dabit ralorem ip^us y. ^ 

Co tollal-itfiii t: ^ •^•^ rt f.f 

"^- ^9«. Si • inci-emcnta , ^uibus x augetur , ' a^uftliA statuahtur 
«ilicet =:a, ut sit a' = a -i- a;^.u\z:z :u -^-^ 2:0$^ a<f^ 'ZX 
etc. ^ipibus valoribus pro x substitutis functio X abeat in i/:^:ibf | 



«♦ 
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hf*^ ^ elc atque uUitnus iUoniiti, puta a-f-nst, stt =z:t;, korotB 
▼ero X, erit 

y =: 6 -f- a (A -h A' 4- A^' H- A"'^ . . . * , -f- X). 



Corollarium 2. 



299. Talor jtrgo integralii y per summationem aeriei A, hf^ 
Af^ • . • • X , eujus t^rmini ex formula . X foimantur , ponendo 
loco X fcuccessfTe a, a-t-"Tt, a-f-2a .. • . a-f-w:; eruilur: Summa 
•nim viHiur seriei' jper diftfepentiam ct multiplicata et ad & •adjeota^ 
dabit valorem ipsius f/, qui ipsi iczn a ^na respondet* 



r j • • 



Corpirarium' 3. 

..'... .. ...... ^ 

. ' -. 5^ 0. Qto «inores-- statimniur diSeloentiaeV •eoundtftaf (fan rator 
ij^uaar^creBeat, eo' accuMMua hoc 'modo ralM* ipsius y definitiir. 
fi^tudem termini; s^rtec* K^ A^^ k^\ etc.' inde etiam secundum panraa 
4ito8MtttM' jprt^^^edi«qMii^i'i ftisi enim hoc creniati ilbt deterimiiati# 
nimia crit incerta. 



4 • « « 



C or 1 1 ar i u m 4. 

30 lo Haec ergo approximatio ex doctrina serierum ita expfi* 

tur ; 

• ... 

£x indlcibut a, a\ of\ a'^^ % . . . a? fometur 
•eries A, k\ k\ k!'* . . . .X 

• ^ # 

acyus ergo terminus generalis X ex formula differentiaU d^:=:Xdx 
datur. Tum in hac seric sit terminus uUimum praecedens ""Xi rea* 
pondens indici ^x\ hincque Bora formetur series 

A(a^-. a); A^(a^^— a^; h!' (s^'' ^ af'^ X(«: — "^), 



myus aumma si ponatm: =:S9 erit integrale ^=:/Xda;r:::fr-f-0^» 
proxime* :. . •« ' 
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Schollon 1. 

303. Hoc tnodo integraiio vulgo eNplIcari solct, ut dlcatur, 
esae aumuiatio oronium valorum formulac difrerentialla Xdo?, si 
Tariabili x successive omnet valores a dato quodam a usque ad 
X tvibuantur, qui aecundum difTerentiam ^x procedunt, hanc difle* 
rentiam autcm infinite parvam accipi oportere. Similis igitur baec 
ratio integrationem repraesentandi cst illi^ qua in Geometria lineae 
ut aggregata infinitorum punctorum concipi solent, quae idea, quem* 
admodum si rite explicetur^ admltti potest, ita etiam illi integra* 
tionis explicatio tolerari potest, . dummodo ad vera principia, uti hic 
fecimus , revocetur , ut omni cavillatlcHii eccurratur. £x methodo 
igitur expostta utique patet , integrationem per summationem vero 
proxime obttneri posse, neque vero exacte expediri, ntm^ differentiae 
mfinite parvae, hoe est nullae, statuantur. Atque ex hoc fonte tam 
HQiiien integrationis, quae etiam summatio voc^uri aolet^ quam signum 
integralis f est natumi quae, rc bene explicatat ottnino retineri 
poMonU 

S c h o I i o B 2* 

303. Si pro singulis intervallis, in quae saltum ab a ad a: 
distinximus, quantitates A, K\ h!\ M^\ etc. revera essent constan* 
tes, integralc Jl^dx acciurate impeti-aiemus. Eatenus ergo error 
incst, quatenus pro singuHs illis interYallis istae quantitates non sunt 
constantea. Ac pro primo quidem intervallo, quo variabilis x a 
termino a ad ^ procedit, A est valor ipsius X termino a con* 
veniens, alteri autem termlno c^ respendet A"^; unde quatenus non 
est A"" =z A , eatenus error irrepit : cum igitur in istius inten^alli 
initio sit X m A, in iine autem X zzl A^, convenlret potius medium 
quoddam inter A et Af assumi, id quod in correctione hujus metho* 
di mox tradenda observabitur. Intsrim hic notasse juVabit, pan 
jm-e pro quovis intervallo valorem tam finalem quam initialem capt 
possc, ubi simul hoc perspicitur, si altei*o modo in excessu pecce^ 
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* 

tur, altero plerumquc in dcrectu errari. Ex quo hinc biiins expre»— 
siones eruerc licet, quarum altera valorem ipsius y nimis magnuirm , 
altera nimis parvum sit praebltura, ita ut illae quasr liraitcs vc^-*^ 
valoris ipsius y constituant. Quemadmodum ergo rem repiieesent£^-= 
vimus §. 301. valor ipsius^^ nry^Xdo: intra Aos duos limites con. 
linebitur ' 

b ^ A\a'^a) + A'\af^^) -^ A^\a''^^af') .•••.-*. X (a:— 'a?) 
quibus cogjuitisy ad vevitatem propius accedere licet. 

S c Ii o1 i o n S. 

304. 'Jam notavimus intcrvalla illay per quae x succeanve,^ 
increscere assumimus , ideo valde parva atattii debere, ut valore^ 
rospondentes A, A^, A^^, etc. paiiim aseinvicem discrepent: atque 
hinc potissimum judicari oportet , utrum iUa intervalla c^ ^ a, 
a^ ^ ofy a!^^ '^ a!\ etc. intcr se aequalia ah inaequalia capi*.con« 
Tcniat. Ubi enim valor ipsius X, mutando .<r, parum mutatur, ibi 
intervalla, per quae x procedit, tuto majora constitui possunt; ubi 
autem evenit, ut ipsi x levi mutationc inducta, functid X vehemen* 
ter varietur , ibi intei*valla minima accipi debent. Veluti si sit 

X ZZL ^/,^jc \ ? perspicuum est, ubi x proxime ad unltatem accedit, 

quantumvis parvum intervallum , per quod x augeatur , accipiatur, 
functionem X maximam mutationem pati posse, quia tandem sumto 
rr zn 1 , ea adeo in infinitum cxcrescit. His igitur casibus ista 
approximatione pro eo saltem intervallo , in cujus altero termino 
X fit iufinita , uti non licet; sed huic incommodo faciie remedium 
afiertur, dum formula ope idoneae substitutionis ia aliam transfor* 
matur, vel dum pro hoc saltem intervallo peculiaris intcgratio in- 

stituitur. Veluti si proposita sit formula :^-r^z^Vi% P^^ intcrvallo 
ab a:illl~-a) ada7i::il, illa methodo integrale non repcritur: at 
positQ ;ip ~ 1 — z ^ quia termini ipsius z sunt et (o i erit % 
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quantitas minima, unde formula erit f Tj^-^z^ij^:^ — jr^ > '^"J"? 
integrale ^^-r- pro iutervallo illo praebet pflrteiu integralis \t- • 
Quod artincium in omnibus hujusmodi casibus adhiberi potest; ipsam 
autcm mcthodum descriptam aliquot exemplis illustrari opus est, 

Exemplum 1. 

305. Integrale yz=.fx'dar Ud sunUum, ut tvanacal posUa 
JKZ^ 0, pi-oxime exhibert, 

Hic est a — «t 6 = , tum X =: a^, jam Taloro ipu» 
7 a crescant per communem difierentiam Ur ut siat 

indices 0, a, 2 a, 3 flt, ia , . . « * . 
series 6, a!', 2* a", 3' a", 4" a" . . . . a;* 
et terminua ultimum praecedens est (jx .— a)" , quare integralis 
jr=/;c" da; =: jf^ «^ dimite» sliht 

, . at» + »"..-f-.3",a' -ir J?,»' H --J- Cr — «)»I «' 

' ■ ' a(a"-(-2"a"]^'3"««-i-.. 4" a:») 

qoi eo erunt arctiores, quo minus interTaUufD a ^ccipi^tur. IM u 
et=r I. ertiiit '«mites* ■ ■ - ■ 

OH- t -^2"4-3»^4' . . . . . -f-(5r — O; « 
....-, .t-HjJC-j-^t 4- •*"-+- .., .-■..... ^-a", 
st sumatur a = J, erunt iimites " 

. ^V,i? H- «-* 2'-+ *"+ -»"-i--- . .-^ (3x— in «» 

«c « in genere sit a n^^r .erunt Iij?l'c.?^ . 



nf-t-' 



[l_|_2»-f.3"-f-4''-t- . . ... . .,-i;,([wa;)^, ^ 
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r« 



qucrum hic ilUmi siipcrat mccssu ; imde patcl si numerus m 



sumatiur infinitus, utrumquc limitem veium iatcgralis y — ji^ ^*****' 
cssc praebiturum Talorcm. 

Coronarium 1» 



306. Seriei «rgo 1 4- 2*H- 3* -+- 4* -+- . . . •+• (jnxy' amnma 
eo propius ad ^j^^ (mar)^' accedit, quo major eapiator numents 
m; quare posito mxzzz^ huJM progreasionit 

l4.2«-f-3'^H-4*4- ...... 4^a!», 

aumma eo proplus ad ~^ z^'^^ accedit , quo major foerit numc* 
rus z. 

C r olt^riti^m * i# 

307. £x {more autem limite pdaito mxzi% ii^adem' qnaniitaa 
— ^jjw-t-i proxime exhibet summate hiyHi 

4-1 4-2«+ 3« 4-4'» 4- • . t • . 4.(«—i)\ 



« ) 



unde medium tumendo erit accunitius : 

i H-2»^3»-t.4» ^(«— !)• -I- 1 «^= -—• 

^ ^ ■ »4-1 

•en addendo utrinque {z^, habebimua 

1 ^2»H.3«-i^> ...... -HZ* = -^«M-«^|>, 

ii + i ■ ' 

proxime f^quod congruit cum iis, quae de rerm higw fin^rtnimiTi 
•mama aunt cognlta* 

Ezemplum 2. 

—^ Ua sumtutHf ni evanescai poiU^ 
07=1 1| prgatinu exhiben. 
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Erit ^go aTZ i et b — O^ unde si sb a Kd x interyallum 
progressionis statuatur zn a, erunt indices 

' a, a— f- a, a + 2 a, a -f- 3 a, . . . • • • ^» 

* 

et tennini seriei 

1 * < i J_ _3^ 

a»' <a-»-a)"* <a-t-2a>»* <a-t-3a)»* «"' * 

libi teminus ultimum praecedens est :zz Xf, Cum nunc 

*^ <iC — . Cl)» • 

nostrum jntegrale sit y:zz — — ,, ejus Talor in- 

« — 1 <n — 1) ar* — 

tra bos limites continebitur : 

111 1 , 

^l-f-a)" <lH-2a)» <l-»-3«)« <x — «)» 



L(« -»^a)' 



4,_i H L_4, 

^ <i -*- 2 a)» ^ <1 -I- 3 a)» ^ 




Quare posito a n: — , enmt hi limites: 



i 

m*" 



Lin'''^<m-+-l)""*"<m-f-2)'''^<m-»-3)" <ma;— 1)»J 

• T— !^- -4. — ^- 

L<m^ I )* <m -+- 2) 



* <m-+-3)» <m-»-4)'» 



1 

^» • • • 




qui, quo major accipiatur numerus m, co propius ad valorem in-^ 

1 1 

teeralis :: — accedunt. Notandum autem est , 

casu n zz: i integrale fore zizlx. 

C r oll arium 1. 

309. Quodsi ponamus mxzizm^^z; ut sit :i? iz: — ;^ , prdl^ 

dibont ha^ pro^essiones: 

24 
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m"~' r . 1 f- .... -4 1 ct 

\m'* (m-+-l)'* (m-*-2)» (m-HS-l)»/ 

/ 1 11 1 \ 

m«— • I — 4- -^ 1 ► H -^ 1 

\(m-t-l)" (mH-^)" (m 4-3)" 0«-+-«)/ 

quarum ^mma alterius major est, alterius minor quam 

*. ■ 
1 m" — ^ (m-+- zy^^ — m^^' 



n — 1 (n — 1) (m -f- z)"—' (n — 1) (m -»- z)»— ^ 
casu autem n nf 1, hjlfcc expressio abit in /(l-f-^. 

• * ■ 

*^ C o r all ar i u m 2. ^' 

310. Cum prior progressio major slt quam posterTor, erft 

"l Z : T^n I* • • • • - 



m'* (m +!)'*• (m + 2)^ 

^ 1 (m-f-c)'* ■ — m 

• • • > r* . - TZ^ > 



/ . 



r" 



(mn^z— l)" (N— Dm''— ''CwHr-z) 

- 1 j_ _______ _|_ 

(m -h 1 )" (m H- 2)» ^ (m -f- 3)" ^ " * ' ' " 

1 ^ (mn-z)"— ■— mi"— ' 

•■ • • • " I 



(m -H s)" (n — 1 ) m»— * (m -j- a)"— ' 

addatur hic utrinque — . ibi vero , et sumatur mediunK 

. mj (m-f-z)'' 

arithmeticum, erit exactius 

1.1 1 1 1 

m^^(m-Hl)'*^(m4-2)'*~(m-#-3)'* (m-t-s)» 

(2m + n. — t)(m-4-z)'^ — (2z + 2m — n+ l)m* 

2 (w — 1 ) m'' Qii 4- s)"^ -^ 



45piae expressLo casu n nz 1 , abit in ^ ( 1 -}- ^ + - 



HK *^ am* * «'(m -h »)-•' 
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C or o 11 a r i u m 3. . 

311. Punatur z := m v, et habeblmus sequentls seriei summam 
proxlme expTessam: 

1 1 i . .1 



m" (m-*-!)" (m-t-2)'* m^^l-f-t;)* 

(2mH-w— 1)(1 4-y)" — 2m(l4-t')-l-n— 1 

2(n — l)m'*(l-p-t;)'» ' 

ct casu n =: 1 

tinde si t;~ 1, erit proxime 

111 1 



« • • • 




jn» ' (m-j- D» (m-l-2)'* ' ' 2» m" 
2"(2m-|-/i— 1) — 4m-|-n — 1 

— . ■ ■ — I , et 

2"^* in — 1) m" 



I 




i-H-...... + -i-n:/2 



3 



m ^^ m-f-i ^^ m+a ^ *^ atm ' ^^^4m* 

Corollarium4. 

312. Hinc nascitur regula, logarithmos quantumvis magnorum 
numerbrum proxime assignandi, dum series vulgares tantum pro 
numeris parum ab unitate dilTerentibusi^ valent. Scribamus enim u 
pro i -t" ^9 ^^ habebimus 

m ' m+ 1 • m + a * * * tutt a m u* 

unde Zw eo accuratius definltur, quo major sumatur numerus m. 

» ■ 

£ X e m p lu m 3. 

j>i;j. integraie yi^j — ^v — ^to swnium^ ut evanescat po^ 
sito X zzz 0; proxime exprimere. " ♦ 

Hoc inte^rale ut novimus, est y 1= Ang. Ung. *, ad quem 
valorem proxime exhibendum, est a — 0, et b zn 0; si crgo vahjir 
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ipslus rr ab per diflTerentiam constantem a crescere statuatary ob 
X zz: — ^ — , erunt ejus yalores 



pro indicibus a 2a x\ 

i e c e 

— • — — • _• - 

c» cc + aa' ccH-^aa' cc+xjc' 



cujus terminus ultiraum praecedens est X rz ^ ^ / . , , 



Quare integralis nostri y zi: Ang. tang. - yalor proxime est 
a r q 5 U ^ -4. ... -4- f . ^- 

v: ' c c -f- a a »^ c c H- 4 a a ^^ * * ^ ee -f- Q* — c^V-? 

alter vero proxime minor, quia hic est nimis magnus, est 

a ( "" L. ^— .j £_ L ^ 5_ N 

v:c-4-aa > cc4-4aa ' cc-J-gaa ' * * ' cc-f-x«/* 

Inter quos si medium capiatur, ibi o^ • ^ 1 tic vero a . j— *; — adji* 
ciendo, propius erit 

a(-H 5 . g , <^ -. . —^\ 

^cc cc + «a cc-f-4aa cc + gaa • • • • "^^cc-i-xx* 

= Ang. tang ? H- f (^ -I- -~J 



C 

A A x,a(ac-f-xx) 

^"g-ta"gc--<- ,c(ccH-xxr 



Pro boe ergo angulo valorem proxime verum habemus 

Ang tang.f = ac(^ + ^-^:l^ -4-^^-4-. /..4- j^;^^ 

a(^c •- -I- X x) 
a c (c c -4- X x) ' 

qui eo minus a Yeritate discrepabit , quo minor fuerit a.nnmemii 
ratione ipsius c. Quodsi ergo pro c numerum valde magnum su-^ 
xnamus, pro a unitatem accipere licet; unde posito x~cv^ erit 

Ang. tane. v ~ c C— h \ 1 ^ h \ h- . . . . h ^r-^^ ) 

^ ^ Vcc cc-fi cc-t-4 cc-fg cc-f-ccvW 

(2 H" 'y '^) 
*~ »c(i -h^rr)' 

idqne eo exactius, quo major capiatur numerus c» 



Corollarium 1 



«■ 



314» Si ponamus ci:=. 1, quo casu error insignia esse debet|^ 
flet 
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Ang.tang.v= 1 + -^i- ^. _J^ _h _I- -+. . . . . ^_J_- ^±2L^) 

o o I-4-I i-i-4 >-+-9 i-h-w a(i4-*vv) 

Sit v nz 1 , erit Ang. tang. 1 iz:^:i:il-f-| — |i:z:|, hincque 

TT =2 3 9 quod non multum abhorret a yefb; si ponamus cm 2| 
prodit 

Ang.tane.tc 2(4-1- 7-^- -f- r-^-? -^ tt- -♦-...• h- tt4 — ^) — 5/"^'^ \ , 

o o u 44., 44-4 4+9 4-1-4V1;/ 4(i + w)* 

unde si t;~ 1, colligitar * 

Ang. U„g. < = i = 2 f J -^ ^-i, * ;jJ^^ _ I = 2 _ j = 5i, 
sicque jt zz: ^ nz 3, 1, propius accedens» 

Corollarium 2. 
316. Sit crr:6, eritque 

Ang.tang.v— 6 (^ ^ 36+7-^36^4 ^ "^ 36+36^/ ~ 7^(7+^ ' 

imde 81 v — l et v ziz ly oritur: 

Ang. tang. J nr 6 (1^^^^^^^—]^^ 
Ang^ tang. i — 6 (^ H- ^^^p^ '^ ^^^) — ^K 

At est Ang. tang | -f- Ang. tang. i — Ang. tang. 1 HZ ^* l!i*go 

4 — * -* 36 '^ 37 ■» 40/ »^ i5 12^0 — iiia /|o — sea^ 
seu TT — ®^^iii 3, 1306- 

aaa ' 

CoroIIarium 3. 
3 16. Sin autem ibi statim ponamus v — I, erif 

4 ^ V36 ^^ 37 "^40 »^45 "^52 f^ 61 ^ 7a' 8* 

imde fit TTzrS, 1369b muito propius veritati; plurium sdliciet 
terminorum addiiio propius ad veritatem perducit. 

Problema 3 7. 

317» Methodum ad integraiium valores approplnquandt ante 
cjqpoaitam^ perfectiorem reddere» ui miiuia & veritate abextetur. 
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S o 1 u t i o. 

Sit yzzi/X^x formula intcgralis proposita, cujus ^riorcm 
jam constet esse y ~ h, si ponatur x ~n ^ sivc is fit datu^ pcr 
ipsam integrationis conditionem , sive jara pcr aliquot operationes 
indc derivatus; ac tribuamus jam ipsi x valorem pamm superantevi 
illum a^ cui respondet yznbj tum vero fiat XznA^ si ponaUir 
X iz: a. In superiori autem methodo assumsimus , dum a: parum 
supra a excrescit, manere X constantem zz:A, ideoque {6reyTLdx:2 
A (x — a). At quatenus X non est constans , ^atenus non eA 
y*X 3.r z: X (x— a) , sed revera habetur fXdxziiX(X'-*a^—i/Xx — a)3X. 
Ponamus igitur dXznfdx, eritque /(x — cO^X— /P (a:— a)3a:, 

et si jam P zn ^-, quamdiu x non multum a excedft, ut constan- 

tcm ipectemus, habebimus /P (x — a) 3a: nz | P (o? — a)* sicque 
fiet y ~/Xdx ~ & -+- X (o? — d) — ^ P (^ — a)^ qui valor jam 
propius ad veritatem accedit, etsi pro X et P ii Valores capiantor, 
quos aoduunt vel posito x Z— a , ve4 posito. x zn a -}- a, majore 
scilicet valore , ad quem hac operatione x crescere statuimus: ex 
quo hinc prout vel x ziz a vel o: ~ a -j- a ponimus , geminos li* 
mites obtincl)imus, inter quos verltas subsistit. Simfli autem mocB 
ulterius progrcdi poterimus-: cum enim P non sit constans, erit 
/P (.r — rO ()x — \ P (X — af — \/ (x — a)^ 3 P , unde si sta- 
tuamiis DP — Q^r, (^x\l /(^x — afbP z=l/0{x — a)^^:r=z|Q (a:— a)^ 
si quidcm Q ut quantitatem constantem spectemus, ita ut sit 

y —/Xd^ — b + X(x — a) ~ 1 P (x — af -+- 1.^ QCo?— a)^ 

Zadcm crgo methodo si ulterius proccdamus, ponendo 

inveniemus 

f/ — i + X Ct — a) - i IP (X — af + ~Q (X — a)^ 

. -_, -4-, R <a; --r a)* + -^V< S (a: — d)^ — etc 
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quae series vehementer convergit,' si modo x non multum superet 
a, atque adeo si in infinitum continuetur , verum valoretcv ipsius y 
^xhibebit, siquidem in functionibus X, P, Q, R, ctc. valor cxtremus 
a: nz a-\- a substituatur. Nisi aiitem eam seriem in infinitum extetf- 
dere velimuy , praestabit per interva^la procedere tribuendo ipsi. x 
successive valores a, a\ a^\ a^^\ a^^^\ etc. ac tum pro singulis 
valores litteris X, P^ Q, R, S , etc. convenientes quaeri oportet ^ 
qpl sint, ut^ sequuntur : • 



81 • fuerit w 

£at X 
ax n 



a, a\ a'\ a^'\ 



a 



rv 



a 



eto. 



Tx 



Q 

R 



k', hf\ k''\ k^, A^, etc. 

B, B^^ B^ B^^ Biv, B^ etc. 

:C, C^,'C^^, Q,''\ Q,^, C^ etc. 

D, D^ . D^. D^^ Div, D^, et<fl 

etc. 



tum vero sit v ' . 

y =r 6, h\ ¥'\ b''', b^, b^, etc. '* ' 

quibus constitutis erit, ut ejf antececkentibus ooliigere licet :• 
b\=b -\-k' iaf — a )-iB^ (a' —a )=+ 1 C^ (a^ -r- a )« 

a )^H-etc 

J^D<^ («'^ — a^ )*+etc. 



J^ 



y ^k'' Ca'' 



af y—iW'Ca'' - ' -" 



a! )'_{- 1 c^/ (a^/ 



j///__ j// _^^/// (^/// _ a//)_iB^//(a^// 11 a" )"+^C'^V' ~a^> ) 



4 D"'^ (a^^^ 

a4 



a//)4_|_etc. 



. . _ • D*v^ (aiv _ o^^)* -L. etc- 

etc. 



'A 



quae expvessibnes eousque continuenfur, donec pro valore ipsius x 
q^uantumvis ab inltiali a .discrepante, valor ipsius y abtiRoatur.-. .' 



\ 



Ift 
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Corollariiiiii i. 



d I $« Haec igitnr approximandi mclfaodiis eo mhiir Theoremate, 
eii)W Tcritas jaiii ia calcalo differeotiab esl demonsirata, qaod si y 
^usmodi ioerit fanctiu ip&iiis x , quae posito x ~ a^ fiat ZZL b^ ac 
SUtaatar 



dx — ^» d X 
fore generaliter : 

yzizb^Cx — 



P, 



dF 



o ^ 



a) 



I P (X — a)* 
AR(x — a)* 



R, etc 



i 



Q(x — a)» 
J^S(x^ay 



C o r o 1 1 ar ii|m 3. 

3(9. Si hanc senem in infinitom contiiiaare Tellemiis, noa 
opns esset, Talorem ipsius x parum tantim ab a diTenran assumere. 
Teram quo ista series magis conTergens reddatnr , expecGt aaltiim 
ab a ad X in interv^alla dispesci, et pro singulis operationcm hic 
descriptam institoL 

Corollarivm S. 
320. Si valores ipsius x ab a per diflFerentias constantea 



:= a crescere 


'. fac 


:iamiu 


\j sitque u 


iltin 


lus a -\ 


-mtz 


n X, ita at 


si fuerit 


X — : 


:a, 


«-h 


o, a-4- 2 


a. 


a-h 3 


X, . . 


. . X 


fiat 


X^ 


:A, 


A',' 


A^ 




A'", 


• • 


. . X 


dx 

dx — 


1 

:P — 


:B, 


B', 


B^ 




B", 


• • 


. . P 


dp 
dx — 


:Q- 


:C, 


C'', 


* 




C^ 


• 


. . Q 


30 

ix 


:K= 


:D, 


ly. 


D- 




iy\ 


• • 


. . R 










etc. 








indeqne 


y — 


:6, 


b\ 


6^', 




b''\ 


• • 


• . y. 



erit pro Tajore x ~ x onmes serics coiligendo: 



GAPUT m 



m 



6 4- a (A 4-.A^^-4-A''^'4- 
4- § a' (C^ 4- C^ 4- C*^ - 



;^a*(D^4-D 



/ ^ 



<ctc. 



• •; t 



• • .•• t 



• • • • 



• ••. 



p> 

. .•^4-^>'' 



1 



• *» '•'^t 



Scholion i« 



'^321. "Deraonstratio theoreraatis Corollario 1. meraorati, ciB 
liaec methodus approxiraandi innititur , ex natura diflerentialiura it^ 
instruitur: Sit y functio ipsius a?, quae posito x zzz a^ fiat y ^'bi 
ct quacraraus valorera ipsius y, si o? utcunque excedat a: incipiaratis 
tt Ytttore ipsius raafxirao, . qiii est jt, et perdiifiwcBti^^ 

ex i^difiiifiMtlatibus pa«et: ...,». « < j 



';t 



ti fuerit x 



X 



X 
X 



- 3r 
2dx 
3dx 






nd^ 



fore ,y 



. .'.. 



M 'U 



ritai 






dt/-{- ddy 
^dy-^ 3ddy 
3dy^6ddy 



d'y 
10 d* y 






eto.^.- ' 
eta; 



'■7 



(i 



» , 



:.^ 



j^^^i^ay^-jitiKit^ 



PoaamM liurte =aj — ^ti3±rra, «fitwsr-^j^, ideoqjB© nmaieiiill 
infinitns; tirin 'vero Valor pro y reanltan» par hjrpoAe$ih jra» 

' • 

«*, <|uamobrem liabebtmus ' ' 



d'X 



-■i-:- 



. c 



>i .#d;:r 



2> 



35 
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^od si jam statnamos- 

dX ■ 



dy 



feperimus.m ante: 



P, 



dx 



Q, 






R, etc. 



^=:A-t-X(a7 — a): — jP(ai — o/ -f ^Q(a;-~a)'^^R(a:— <r)*-f-ctc.. 



Unde patet, si a? quam minime superet a, suilBcere statui ^ =: b -f- 
X (a; — > a) , quod est fuadamentum approxim<itionis primum pror 
positae , iUius scilicet limitis , qi,io X ex yalore majore ipsius x 
definitnr. ' 

&chalioii 2: n 

• ■■' 322; Quemadmodunr hoc ratiocinkim nobis^ ajtenim* tantiim 
Ihnitem aupra assignatum patefecit, ita . ad altenim limitem hoc ratior 
cinium nos manuducet. Scilicet, uti.ante. ab.or. ad. a. desG€ndLai]]i..i, 
Ua nuna. ab. a, ad> ocr ascendamus» 



ti abeat a* 


tum 6 abibit' in ^ 


is a -)-- da 


ft-f-a^ 


a-f^ 2 9a 


6-f-2d6-Kaa* 


a-H 3 5a 


ft-fr 336-f-3dd6 



r a^ &'. 



«T^^nSo 



• . 



I • »3 I « ■ • ^Mf 



St jam. a- fi^i^^^^^j seu : n zz ^^— , . et valor ipsius fr fiet zny; 
Sint autem A^ B, C,. D, etcv valores.i superiorum funotionura- X ^ . P., 
Q, R, etc. si loco x scribatur a, eritque pro praesenti casn 
A — 5^; B~^^j Czi:^;.etc. Quocirca habebimus 

JJp=6H^A<x-^.a)+|B(a:~a)^-fiC(a:— a)34^^D(ar-a)*+ct^ 
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qvae MTiea superlori praeter signa omnino e£(t •imilitj ac si ar 
parum exceldat a,. ut b -^ A (x — a) satis exacte valorem ipsius 
y indicet, hinc alter limes supra asaignatas nascitur. Quodsi autem 
progressum ab a ad o? , ut supra *§• 32 0. in intervalla aequalia 
secundum diflTerentiam a dispescamus, et teimini in singulis seriebuii 
ultimos praecedentes notentur per (X^ ^r^ ^Q, ^R, etc. habebimut 
y quasi alterura limitem 

y = 6 + a (A -f. A' 4- A''^ -j- • . . . -h ^X) 

4-^<»^(B-f-B^-hB^^4-. . • . . 4-^P) - 




^a*(D4-D^4-D''4. -^'R.) 

eto. 

rfta lit etiam in hac rocth^do emendkta binos habebimus limltes . 
inter qaos verus valor ipsius y contineatur. Propius ergo ralorem 
Msequemur., si intei* hos limites medium adthmetlcum capiamus; 
«inde prodibit 

.y=6-#- a (A-+-A^H- A'''-^- .'. . . h-X)^- i a (A-i-X)-+. | a'(B^P) 
-+• J a*(C-+-C''-j-C^'-f- . . . . -t-Q)— j^ a^(C -+- Q) -4. ^ a*(D-R) 

H-^a*<E -f- E^-4-.E'^^ - S) - ;^ a5.(E -t- S) -^j^a^ (P -T) 

■ etc. 

Atque hinc superiores approiLimationes . tantum addendo membrum 
J a (B — P), non mediocriter corrigentur. 

£ X e m p I u m U 

-323. Logarithmum cujusvis ntirfieri x proxime exprimere. ^ 
Hic igitur est y zzzj -^^ quod integrale ita capTtur, iit erto* 

neacat posito xzm 1: erit ergo arzi 1, 6 2:=: o et Xci;^, Suma- 
mus jam, ab unitate aci x pet intervalla =a ascendj» cl cum sit 
P = ?-=:~— ; Q=|^=:A; R=:^=r-i; pro indi- 

^-~a» xx^ ^ b-x — «3> d» «4' i^ 

cibus 



I 

1- 1 • i ■ • . .• ;. • 1 • 



X;;;:; i; 



*• ^m» "^ * > 



9 • • • • 



(I^T^' (M^^' (1^^* '• • • "^^ 

2 2 . 2 



^■" ^' (iW' (lH-2a)r OM^' " • • -■^^i» • 
- 6 • 6 6 ^ 

" ^ (l+a)*' (T+^a?* (l-i-3a)*' * * ~ x* 

elc.. 



R 



mdc; adipiscimur 

• !■• , .*•• l' .,, ._ . 

£e=a [1-4- ^ -^-^ -• ■— -^ ^ ^"■^ * •' 



i-wc 1h-2«. . . 1.-^30* / :, ^-- 

4, ■ *■ i^- ■ 1; • • fi 

-4-Jan iH 5-1-" - -I-' — r+-« • •'•■-+■ —iJ 

^^ (1-f-a)^ (l.H-2a>?' (l"+-3a)? . V"* 

I 

5, , l' 1 . i 1. 

•^>*'*"(i:;:a)^^(iH-2a)*'ci-4-3«)«-^-'' • '^ xf 



«*;• I-''.' : 



-#- 






QMre.ji «umamus. (t i;^ ^, ^lt: 



— -i 11 1 



• . • . • • 



m. m-4- 1. m-H 2 nuc 

(XH- 1) (a:a: — !)• 

2.ma7. A.mmxa:; 



jciprv^^ra 



ffi 



5» ••« 



4 



-•,( - 



•%ifj 



1 T-V! V? '■J?*!lf. . »1 5b '.\» l''* J. 0:t4 r. lO 



p % > o 



w 









+^i. 



r 



f-^w. 



• • • • 

- i 



f 



« ' ■' 



IJOju^x^ 



l ;• t 



f ■ 



.i 

1 



• •• •■ 



. i 



4 '^tH - i t ■ o*j^i 't i 



' . I * 
J 



C p r IJa r i u m^ 

ZT^h Si K*€ jmygmsiopes^ In ibfioitma 
tsemajnfm paiftmii} summftt 

primarum Tero ~ | / —^ : unde cura sit 
«rit' 



h 






|».-Hi V ■ ' Sn 



1 



m 



1 



v-h— «• 



1 



1 



4- 1 ( ^ c 



— i — »-• 
rn-i- 2 

1 



m f- 3 
1 






i 



(m-H2) 
4. 



* (m-h 3)* 
1 



"• • • •' • 



^) 



• •, • • 



' "^ Tur T^ 






* . -*. 



(m*i-2)* (m^3)* 
ctc, 

• # _ 

• ^ 

^ae- expressio adeo-, srinMnfinitum continuetur, venim valorem 

^^g-^^^Sqrr^ praebet 

£'X e m p 1 11 m ?• 



lcmg^m est 'C— 5. Aar^ niethodo 



proxime exprimere. 



• • 



rM CAPUT TH, 

C2paeitio igitnr est de integrali y =/7npirj^ 9??* pottl» 
a^ m evanescit; critquc a z^^, et 6 Z3 0, tum vero 

^ cc4-««' dx (cc 4- « x)* » ^ dx -*■ (cc4-xxl3 » 

^ d X — (cc-f-xx)4 5 ^ di (cc-h5|x>5 » ^^^ 

quae £Drmae in infinitum continuatae dant 

^^ ..^ c« I cx3 c»3 (cc — 5xx) e x^ ^ e c — ^xx^ 



c c -4- XX "i (c c H- X »Jf" 5 (c c -h X *)1 4 (cc-H-xx)4 

I C3c5(3c4 — 33cc«x+sox4i - 

.-4-* ^ VI i ■ ^c * • ' — ^ — I— CtC» 



9o(cc 4-xic)^ 

Yerum 8t x per interyalla ~ 1, ut sit ai=: 1, crescere ^ponamus, 

erit 

A = .f^; B = 0; C =: =^5». d = 0; 

"1 - K . 




ibincque 

^y "~ ^ Ncc ' Te^x "^^ cT+4; ^^ cT-Hg *^ • * ' *»^ cc + c«/ 

' ^ ., c X 

ji c a (c c + X x) ■ '^ a(c c + xx)* 

c / I , c c — 3 ec — 10 cc — 27 I I cc — 3xx»w 

3 Vc4 "t- (cc+i)S '^ (cc+4)3*^(w+^)3 -T- • • • n^ (?H=;^)3^ 

+ 1 ^ I c (c c — 3 X x ) cjc(5cc — 4xx ) 
6c3 *^ 6(cc +xx)"3 ti(cc+xxj4 

etc. 

C o r o 1 1 a r i u m« 

.356. Posito ergo czna;— 4, ut fiat 
^ ZZ Ang, tang. 1 — 1", erit 
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^/j I J^*A- Jt il _ -?1N j L.,! I 1 • 

3 Va6ft "»" 173 » so3 a63 3a3/ "« 3«4 ii5C ' iiS.lS ' ^ 

cujiis valor non multum a yeritale disccdit;,. sed hacc exampla tan^ 
tum illustralionis causa aftcrro, non ut approximatio* facilior,. quam 
aliac meihodi auppeditant, inxle e^cpectetun 

Exemplum 3. 
f 

, Ua mnHUm , ut ^ evanoiceV 

X 

'gasito xzzi OyVero proxime assignare. 
Eer reductiones. supra expositas est 



/ 



I < 






X 



^ fiara e « a? evanescit,. posito X7:zz0. Qwaeramt* erga i*tc- 

I II' 

grale z 'Z^Z.fe « 5a:, quia co invento habetur y zzi e ^x-^z^ ac 
sopra jait) .observavimu6, aliAS oi^thodoa. •pproximasdl in hp&exen^ 
]pAo frustia tentaii.. Cum igitur, poaito o^zrrO, evaneftcqkt^,. trit 



s 



azzL^ et&=:0, tuni wo X =: « *; hincque P-J^r:e 5^; 

« — ^**^ — « * Y— — — ^- R — ^*?' — *~~ « r, — A _!. l^. 



1 : 



= |?^-c «(Jb.-^^-H- ?t^ %) etci, . quibus . vaVoviUe in io- 
finitum' eontinuatis, erit 

* = «"" • l ^-i--^ ^^' (SS- iS - i ^* (i :- ^ >- 14) . seu 

^ -^ T^ *• (?l - ^ -^ ^6 - b) — «t<^' J " 



9:. 



i-S*? - s-i) 






2tfi CAPUT vn. 

quae sei^ies parcini conyergk, quicuDque yalor.iiMsi d? tribifttur. Per 
intervall^ jgitur a usque ad x ascendamus , ponendd pro x 
sticcessive »0, :,a, 2a^ 3"«, etc. ubi notandum fore Al=:0, Bi::0, 
C ±z O^ 1> zz: 0, etc. ab regula nostra praebet: ' * 



I f I 



s=a(« «"-1-« «-i-e "^;. ;..-(-« "0— i«< *— J«*'« «^ 

8i hlnc valorem ipslus z pro casu xm 1 determinare velimusV^ 
pro a .fx'actionem parivam ^ as^mamus, Jiabebimus: 



n n n :ii -111 



,z=}^(e ^-^e ^:s^^^.^e l^.......^^ S)V.^-.-±. 

^ i^t^~ 5(^") ^f k^) + '^h^ ^ •*-^'^^e^ 



:5i Wc pro n sumalur litinHsw» jmediocriter ttmgtiu^ •vdl^tl 10, 
<^a1or ipSiUS ^ ad pdrtem mrllioitesimam nnilbtis-^cxtactus rej^eritiAPi 
.ac victes cxactior prodiret, si pro n .sumeremus 20. 

S c h o 1 i o n i . 

i 
... -• • 

328. Hoc excmplum sufficiat exiraium usum hujus methodi 
rJfppi-oximandi ostendlsse. Interim-tamcn occurrunt casus, i}uibu8 ne 
ihac quidem methodo uti lioet , etiamsi totum. spaiiitMn.j f>er q«od 
variJtbilis x crcscit , in minima iiitervalla dividamus; Evenit hoc, 
quaudo functio X pro quopiam intcrvallo , dum tar^bili- dp- eertus 
quidam valor tribuilur, in infinitum exctesciti' cum tsymen ipsa.quan* 
jtkas integralis y~yX3a: hoc casu non fiat infinita^:. veluti si fue- 

iTit yz=Lj~t:^y ubi y^—^~y quae iposito ot — a £t ind- 

jlita, integiiiiQ ^js y:^C — 2 Y ia — cr); hoc casu est fimtum« 
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I 

Hto atrtcm seinpcr usu.venit', quoties hujusmodi factor a — x in 
"denominatoi^e habet exponentem unitate minorem , tum enim idem 
factcir in integrali in numcratorem transit; ^in autem ejusdem facto» 
'5ris exponens in denominatore est unitas , vel adeo uuTtate major, 
tnm etianr ipsum -mtegrale casu xzna fit infinitum, quo casu quia 
trpproxrmatio cessat , hic.tantum de iis sermo est, ubi exponens 
iihitate est mlnor; quoniam tum approximatio revera turbatur. Vc- 
iTun huic incommodo faciie medela afferri potcst, cum enim difffe- 

jtj^/itialic : ejusjqodi formam slt h^biturum ~-^ cxistente X< fJL, 

ponatur » — * tzri z'*, ut ^it xziza — z^ et dxzzi — l^^'^""'^?» 
iCi<> differjcntiale j nosti;um erit zz: -^-^ .p. X z'* ^ *^z, quod casu xzna 
«cu z nz 0, non amplius fit infinitura. Vel quod eodem redit, pro 
^§ intervallis, quibus functioX fit infiriita, integratio seorsim revera 
instituatur, ponendo a:z±a^to, tuni cnim formuTa X().r satis fiet 
simplex ob O) valde parvum, ut integratio nihil habeat difiicultatis. 

Veluti si valorcni ipsius y^nzfy^^—^^. per Tntervaila ab o; zz: 

usque ad x zz: a — a , jam simus consecuti, pro hoc ultimo inter- 

vallo ponaraus a: = a-a), et integrari oportebit ^ ^,^^, J^~l^^ ^^ , 

quod ob co valde parvum abit itt 

cujus integralc,. surato co izz a, est 

quod siad plures terminos continuetur, non solum pro ultimo in- 
tcrvallo sed pro duobus pluribusve postremis , poricrtdo 6) zir 2 a 
vel 0) zzz 3 a adhiberi potest. Pro quibus enira intervallis denomina- 
tor jam fit satis parvus, praestat hac methodo uti, quam ea quae 
itnte cst exposita, 

S c h li o n 2. 

329. Interdum etiam illud incommodum occurrit, ut denomina- 

tor duobus casibus evanescat, veluti si fuerit y — / TTTzri^j^r^ZTj > 

26 
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ubi variabilis x scmper inter limitcs b et a contineri debet,- ita iit 
cum a 6 ad a crcverit, deinceps iterum ab a ad 6 decrescat; iiiterea 
autem integrale y continuo crescere pergat , cujus igitur valor pcr 
intervalla commodc detcrminari non potest. Hoc ergo casu in syb- 
sidium vocetur hacc substitutio x nr ^ (a -f^ 6) — | (a — ^ b) cos-. (^, 
qua fit Da: zz: + 1 (a — b)d<P sin. (|) , fet (a — o?) (a? — 6) — 
[J (a — 6) -fr |(a — b) cos. C|)] [|(t« — 6) ~ |(a — b) cos. Cj)], seu 
(a — a:) (o: — 6) =z I (a — 6)'' sin. (^f: unde oritur y zn/X^Cj), 
quae nullo amplius incommodo laborat , cum angulum (J) continuo 
ulterius aequabiliter augere licet. Hoc etiam ad casus patet , ubi 
bini factores in denominatore non eundem habcnt eipone^tqm, ve;^ 

luti si fuerit y zn T -^ , ita ut fjL et y sint 

•^ /(a — x)^ix — by 
minores quam 2 X , quem exponentem parcm suppono. Si jam 
jUL et j/ non sint aequales sed y < |jl f ad aequalitateiri reducamur 

noc modo, y ziz / -5- — . Quodsi jam ut ante po- 

y(\a — x)^(x — b)^ 

natur o: — | (a ^- ^) — 2 (^^ — ^) ^^^- 4^? obtinebitur 

aX — fX — V X— jUL fl'-» 

^_^a--6. iX"~/XD0sin.Cl) X (1 — cos.CpjaX, 

ubi angulum Cj) quousque libuerit continuare et methodo per inter- 
vaila procedente uti licet. Quibus observatis vix quicquam amplius 
lianc methodum approximandi remorabitur. 
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CAPUT' •^IIL 



DE 



VALORIBUS INTEGRAHUJ^ aUOS CERTIS TANTUM 

. V' CASIBUS \R^CIPIUNT. • 



P r o b 1 e ra a 38. 



330. 



I 



"^dx 



— ^^ valorem , quem posito tt m 1 reclpit^ 

|/(i XX) 

^•ssignare , integrali scilicet ita determinato , ut evanescat posito 
^ — 0. 

S o 1 u t i o. 

Pro casfbus slmplidssimis, quibus m zn vel m n: 1 , habe- 
mus posito X :iiz 1, post integrationem 

/d X ^ f xdx 
rz- et / — ; T — 1- 
y (i — 'XX) ^ J •/(! — XX) 

Deinde supra §. 119, vidimus csse in genere 

: — — / — x^yci-^xx)i 

}/ ( 1 — XX) m-^i J ]/( i — xx) m-^ 1 
casu ergo x zn i erit 

/x^+^^x m r x^^^dx 
)/ (i — XX) m-f" i J )/ (i — xx)^ 

«nde a simplicissimis ad majorefl exponentis m valores prx)gredicii- 
4a obtinebinius; 



\ 
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c A p u X vrir. 



*- •*--5*^ 



/ 
/ 

/ 



d:x: 



]/(! — XX) 
x^ dx 

}/(! — XX) 
x^ dx 

)/( 1 — xod) 
x^ dx 



)/( i —xx) 
x^ dx 



2 

1 TT 

2"* 2" 
1.3 TT 

274*7 
1.3.5 TT 

2.4.6 'J 

1.3.6.7 TT 



/ 



xdx 



)/(l — xx) 



)/(l— ur.r) 2.4.6.8 2 



•. 



j/( 1 XX) 

/x^ ^x 



//(1- 

/ 



-xx) 
x^ dx 



2 

1. 
2.4 

3.6 : 
2.4. 6> 

3.5.7 
2.4.6.8 



]/(l— ara?) 3.6.7-9 



•. 



• . 



•• 



•> 



• • 

/• ^'^'^DrEv^^ 1.3.5 ...C2;7-0 tt r:r^^+* D:r_2. 4. 6 .. . 2n 
^ ]/'(! -XX) "^ 277^1777! Yn ' 2 I y y(l-a:a:)"^3.6.7 ... (2/i^ 1) 



C o r o 1 1 a r i u m 1 . 



3 31.. Integrale ei 



/x^ 
vrr- 



dx 



, posito a: ~ 1 , alge- 



)/ ( 1 XX) 

braicc cxprimitur casibus , quibus exponens m est numerus integcr 
impar; casibus aulcm, quibus est par, quadiaturam circuli involvit;: 
fiwnper enim 7r dcsignat peripheriam circuli, cujus diameter ~ l.. 

Corollarium 2. 



dit:: 



3 32. Si binas postrcmas formulas in se multiplicemus pro^ 



y'(l — XX) J i/(l — 



n 



XX) 2 n -f- 1 2: 
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C 



posito scilicet rr in 1 , quain veram esse pate^ ettafnai n *n$n: sit 
mimerus integer. 

C r o 1 1 a r iu m 3.. 

3*33. Haec ergo aequalitas subsistet , si ponamus a: ~ i* ,• 
iFsdem conditionibus, quia sumio x ziz vel a; ~ 1 fit z~0 vcl 
z^ziz i* Erit ergo 

^^ J ]/(! — s'"*! * y / (I — s»»> "" 2h-fnt ' 2 '* 
ct posito 2I1K-+-V — ' 1 = JUL, iiet posito zzizt 



zf^dz r z^-^^dz l nt 



/z^ dz r z" 

/(1 ~^z^)' J yZi 



z'") v(juC-f-l)*2" 



S c h o l_i o n 1. 



3'34. Quod tale productum binomm integralium exhiberi'. 
queat, eo magis est notatu dignum, quod aequalitas haec subsistit,- 
etiamsi neutra formula neque algebraice neque pef tt cxhiberi queat.- 
Veluti si v := 2 et iJi—0, fit 



dz r zzdz 1 TT TT 

|/(1 —z^)'J /(1 — s^—?* 2*"^ 4 



9 



similique modo: 

v=:3, fxinl fit y ^^^^— ^gj . y ^^^^5^ _ ^ 



m 

T — r 



a 19' 

9 » /• 2;4 3 2j j iT ir 



. /x/Si./* ^» /•2;4d2j 

V — 4, fx_2 fit y '.^, _ ^8j .; ^^, _^8^ _ - . - _ -; 



3 » f Z^ dz , "TT 



V — 5 HL — fit C-Z^— f-£±^ — T 



3 10' 



%d% t a^ d 



K.— 6, ^_l fit/^j,^-_^./^-P^ 



t ir*_ ^;^*.. 
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* • yj; 



'. zz-Bz 



f V 
i6 * a 



5a» 



V — b, (X — J nt y 7^71:^ '7 7(r=i»°; — ao T — 4#'^ 
(quac Theoremaita sine dubio orani attentionc siint digna. 



■ >< 



f^ 



■J • /r ; . • 



♦ • » 



Scliolion 2 



335. Facile hinc etiara colligitur valor integi 



•alis / 



X 



m 



B 



|/(j? — a::r) 

- ^ 
positok a?'rz^ |L, «I enim scribamus arniszj fiet hoc integrale 

2 I -7—^ ^ — ; 4^ox:irca pro cfasu x z:z i nancisciraur ^seqoeiitet^ 



Talorcs : 
dx 



zz) 



I 



|/(.r — xx^ 

/xdx 
l/(Xr — a 



t-4 
xx) 



X ax 



I 

y* o: ' () X 
y/(x — xx) 



7r 
1.3 



yXx — xx) 

^ ,") X 



. TT 



2.4 
1.3.5 



2.4.6 



. TT 



/■— 

f 



dx 



1.3.5.7 



]/(a:« — xx) 

x^ dx 



2.4.6.8 
1.3.5.7.9 



tt; 



yC^x — XX) 2.4,6.8.10 



-r'^i 



/ 



.r^ ^o: 



1.3.5 ...(2m — 1) 



|/(x — xx) 2.4.6... 2f?i 



TT, 



Hinc ergo intcgralium hujusmodi formulas involvcntium, quae magis 
sunt cumplicnta, valores , quos posito x m 1 recipiunt , per series 
succincte exprimi possunt, quem usura aiiquot exemplis declareraus. 

Exemplura 1. 

33 6. Falarem integralis y .. ^v ^ posito a? ZH 1 , ptr 

seriem cxhibcre. 



dx 



beamus 



~J 



ut ha« 



/(i — jc4) y y (i— xx) ^ 2 2.4 2.4.0 a.4.6.8 -^ 

singulis erga tertninis' pfo cilsu' a? :ir: 1- hitcgratis, orietur 

' y •(!— ^4) -^^a \^ 4 t- 4.16 4.. 6.56 '^ 4.16.36.64 ^^^V 

C o r l I a r i u m. 

« 

337. Simili modo pro e<>dem casu a? zzi 1 reperitur: 



/ xxdx V •! i*.3 1 i» .3'. S 1*1^.3'. 5'.7 I , V 

•(1—364) — a \r i*4 ■+" a^^Ta • i'."4»r6«r2 "*^ *"^v ' •"•- 

J V(,-x4) 3 3.5^4.7 7'9T^9->« 

dsi autem /y >* *^x = | — ^^| }/ ( 1 — x^) , ideoque =14,.. posita 
a:n:l, unde haec postrema series zi: |, quod manifestum est. 

ITxemplum 2. . 

33 8. Falorem integralis /B x Y~z^f ^^" a: — 1, per 
teriem exhibere. 

Cum sit '. * ' 

yf (1 + ao^o:) = 1 -f- laxx - ^a' x^ + I^J ,a^ x^ ^ etc. 
erit per /^^r^^— j multiplicando et integrando . .- 

yc;^y/7i::r«x-— -a ^\+,^^.9, —^r^/,'' + ,.^4.4.0.0 « —etci) 

imde peripheriam ellipsis cognoscero licet. 

■ -. . . » 



» I ' ' I . '. .'••.,> 



E X e m p 1 u m /3. 

i * " ■ ' 

33 9. ralorem integralis f^^^^-^^ casuxzizi] per 
seriem exhibere. ;!• . . .. -^ 

Repraesentetur haec fonnura ita r?^^^^?^^: ui sit =: 

/ ^ ^ /< 1^1 '-3^^ 1.3.5 3 I . \ 

.11 ^ . ' •■ 



\. 
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(uHde series haec obfinetur: 

* ■ ■ ■ 

quae tib exeroplo primo haud dijfTert: quod jion mirum^ cum ^>osito 

.a:~zz, haec formula ad illam reducatur. 

P r o b I e m a 39. 

3 40. Valorem integralis /a:'^^' 5a? (1 — - orx) *, i]ubd po* 
sito X zn P "fcvafiescat, definire casu x zzz t. 



• • ar. a , t * 



S o lu Jt ix>. 



' £eductioncs supra §. 118. datae praebent pro hoe casu < 

^-f-1 

/x^~« 507 (1 — xx)^ ^ z=: ^^ 

/;i +. jUL + 2 



H *- /x^-^ dx (1 — a?x)« 

m -^- |UL ^- 2 



sumto ergo jji in 2 n — 1 , erit 

/x"^-' dx (1 — xx)^'^'' - -^i- /x"^"' dxCl — xa:) 
posito a: m 1 . Cum igitur in praecedenti problemate ralor 

-7 --. — sit assignatus, quem brevitatis gratia ponamus inM, 

y (1 — xx) 

hinc ad sequentes progrediamur: 



/ 



/x™-» Da; (1 — a?a)^ =: -^ M; 

l 



• • •• 



cjArpuT ym. 



30 f 



.1 ' 



/a;"»-' 3« (4 — a?af) - '' 



et in genere 

m 

(m^-i}(»rf4-3)(ifi-f-5) (m4-a'i— .) 

Jam dtto casus sunt perpendendi , prout m — - 1 est vel numerus 
par vel impar: sl enim 

m — 1 sit par, erit M — '"'^^ ^ ^-^^^ ^- 

1 sit impar, erit M — |^ 



m 



Hinc sequentes dcducuntur valores: 



a. if. 6 • (m — I ) ' a • 

3. 6. 7TTTT7r(m--- 1) 



/dxYii — a?a?) — 
y*.r* 3 a: }/ ( 1 — aar) 
/x* d ± y' ( 1 — xx) 
/x^Dar/(l — a;a:) 



TT 

4 



1.3 
* 4 

1.3 ir 

4- 6/ 4 

1.3.5 'TT 

4i6^ • 4 



/ar^dj:/(l 

/a:^3a:i/(l 
/jc7aa7|/(l 



xx) 
xx) 



i 

3 

M 

f 3-4 

I • 6. 7 

5.7.9 



i 



yaa?(i 






/o?* 3a: (1 — a:a?) 



/x* dx (1 — ara:) 
/o:^ dx (1 — a?:c) 



3 

s 



3 

2 



Z ' 16 

1.3 Stt 

6.8 • Te" 



1.3» 5 ^TT 

eTaTTo * 16 



/x^x ii •^ XX) :zr| 



/a;^3je? (i — xxy =:\*} 



fx^dx (1 — XX) 



/3x (1 — ^ xx) 



5 

2 



5^ 
3a 



/x^dx (1 — - 0:0;) 
/x^dx (l — XX) 



5 
2 



5 
2 



/x^ da: (1 — rra?) 



5 

2 



1 ^ 

8* 3a 

I. 3 6it 
8. o • 3« 

I. 3. & S^n 
8.io«i9 * 3a 



etc. 



9 

2 



/x\idx (1 — 5^37) 



3 

2 



/x^()x (i — ofa:) 
/x^ ox (i ~*^ O; x) 



27 



i »4 

5 7-9 

1 ^* ll-? 
5 * 7. 9- '« 



/x^x Cl ^ xx) — f 



/x^dx (i — a?a) — f . I 



9. 4 





— ' 7 • 


■ 


7 9. 11 


5 




2 


' * 9. II. li 


1 z. 



iio 
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P r o b 1 e m a 40. 
34 i. Valores inlegralium / 



3 

posito x~ 1, assignare. 

S o 1 u t i o. 
Ponamus pro casibus linplicissimis : 



et 



^O 



/ 



X^ ^.T 



V(i 






^" ^ 



/ 
/ 






7 
■^/ 






B^/. 



.r.T^x 



C^ 



,.S\a 



et ex reductione prinia \, 118. posito a 
Casu X ^ 1 babemus 



B 



V ( 1 - x') 

9.r 



3 

V'(l ~a:')= 



C 



1 et 6 



1 , pro 



.n kV 



ergo pro priori ubi n = 3, y 



j — /a7*~* da: (l — a?*y . 

m»+iij*,-i-nv' N y » 

z 3 et jUL 1= — 1, 



I 

3 



m 



/x*+« ax (i — x') ' =: -^^/x«— a x ( i 

et pro posteriori, ubi n cz 3, k :::; 3 et fx n^ — 2 



o:''). 



,1 

3 



y^m+a^-P^l 



»+ 



. y.a,m-. 3^(1 



X^)"** 



hliic obtinemus pro forraa priori: 

*3 X 



>'(.— X3) 

3 ■" 3.6 

y(i— x3) 

f *-*^* - l4;7 ;^ 
•/ 3 3.G.9 

*(— *3) 

~ — i~;^~ — A 

0.0.9.12 



/ 



/ 



/t 



= B 



>(i— *3) 

.•(i_-.3) 

3 ""4 7 



xxdx ^ p 



/ 
/ 



>'(.— xS) 



to 



dx 



r.5. 8 



> i^-xi) 



>C.-x3) 
y'jtf x _ a.5. 8.11 

3 "" 4.7.J0.13 

> (i— *3) 

etc. 



B 



/ 

,'(,_:cJ) 



1 (1— xS) 

3 — 5.8 ^ 



/ 

> (.— X3) 

y 3 •~5.3.»"i ^ 

>'(.— x3) 
f ^'♦ox _ 3.6. g .ta -, 



y(i— «3) 



6.<i.ii.i4 




GyVPUT: VI^ 



2il 



^' - 



zzA' 



\ 



at pro ^ina^ po9terlori| 

/ 



/ 



■» ! 



'•* -^ 



x3dx 




; 4' .:. .. T 77 aii: 
x99x ^ K4.7 A/ 



fi 



2.5.a 



/ 



x'*3x 1.4 7.10 1/ 

3 "^ a.6.8.ii 



•'3,-3". 

•(1— *3)» 



/ 



3. 3.0.9 

x*3^x _^ a.5."C.ii p/ 

5 "^ 3.6.9.13 
V(i— Jc3)« 



nnde-^ncittdknus^ fore gem^raliter: 
i^^^dx '^\.i. 7....(3«— 2) 



XX^X ^ p/ 



/ 

y(,^x?)» 

>^(.-*5). 

/«^ax ^ 3.6 p/ 
3 ^4^7 

/(._x3)» 

' .3 "" 4"7''^ 



/ 



V(.— x3)* - » 

**43* _ 3.6. 9.19 X/ 

3 4^7. io.i5 V. 

1/(1— x3)« ^ ' ^ 



\ 



V. 



/ 



an 



/ 



.^«+1 ^a;_2.5. 8....C3n— <) 
* , ■"-4.7.10....(3/H-O 

'x^^+^d.r 3.6. Q..7. " 3« 



B 



5.8. 1 l....(3/f+ 



V/(1— .r») 
notandum autem est e^e C 



/ 
/ 
/ 



x^'^ ^x 



1.4. 7.....C3ni-2) 



>tMi.*i 



— v 



j 3 2.5. 8.. . ... (3/1— 1) 



/( 1 — .r^) 

:r"»+' a^r 2.5. 8 (3/1^—1) 

* 3.0. 9 3/1 



3\2 



j/( 1 —X^) 

»;"*+» 3a? 3.6. 9 3/1 



, , a 4.7.16 .....(3/M-i) 

|/(l-.xY 



A.C^ 



I ct C^rr f. 






C r 1 1 a r i u Tn 1 . 



342. Ilac /^rmulae yariis modis corabiuarl possunt, ut cgrc- 
gia Theorcmata inde oriantur , crit scilicet ; • 

^^ -— — II * / ■ -■* ' 

3 n -♦- 1 3 n -H 1 y 



/ 



. ci.^"'a 



3' "^' \ • / r 

/(1 -x^y ' /d— .rv 



'/•^'•5"+''^.-i 



/ 



/(1 —x^y. 



|/(l-a-'') ' VCl-^y 



** 



212 CAPUT Vni. 

/a^"+« da; r 0^»+' ^.r 2B'C t '' /* 

i 

I 

Corollarium. 2.- 



-♦ 





I. • 

r I • 



■ 

343. Quia nanc ratio exponentium ad ternarium non ampnoa 
in computum ingreditur^ erit generaliter: ,, . 

/x^—'dx r x^-^^dx 1 r dx -. . 

3 * / 5 ^ X" / ^ ^ . 

/x^dx f x^~~* dx 1 /* xdx- t dx 
. / j - / g .. / j "tJJ M 

, /('•—'•*) j/(l— a?Y y^(l— «3) i^ (i — a;*>* 

/x^ dx f a-^ ' da: * /* ay^ b 
s " •/ 3 — x7 T • 

/j-o:-') "^ y(l— a:»)» '^*' /(l—ar')* 

quare ex binis postremis consequimm: 

/x^x f dv r xd^ 
S • / 5 = / 1 

y^d— o;^) ^ y\l-x^f ^ >/Cl— ^V 



\CorolIariuni 3^ 



m. t ■ , • 



3 44. Ponatur x zzz^ ct Xn — nty ct nostra Theoremaf». 

eequentes inducnt formas : 






l ( » — i"») V ( 1 ~ s'»)' j/ ( l — s'») 






s 

y(i —3?*/ 



m./ ' - . 

^ (i —«5»/ 



cwpurmn. 21* 

Prob4e«i« '4'1« 



. 3451« Dftto irkegrtli' ■/■ i * < ' ■«*'«■ ^^ aswgito-e 4nteghttfc hajQS 

/^m-i-Xn — I ^^ 
(1 — x^^ir 









♦'. . . \. 



Ut integrale sit finituAi' nfecesSe ^st , ut m' el Ji* 'sirit^^numiri 
positivi. Cum igitur per reductiunem eenei;alem sit 

m # t 



¥- 






ponatur yc::i n et |ut rz; fc — r «; ut sit jyi' H- x :±: it, •eril 

,i ., N- . v^ / •S.V lu^y.-J •■* . ) :• .* ■■.I 

Ponatur ergo hujus formulae valor , quia datur. , ^.iz: A •, h^ecq|ie 
reductio repetita continuo. dabit , positp. bj^eyitatw. g.rAua. K gj^Ch 



n-* 



/ - \ 



P m-hfc 



/ 

y P (^m -h A}< m -)- /1 -f. /r) Q/n, -f» 2 M.-f- A) ^ 

/ jf"^'^-' ^j? m(m\- >?)(>n i») .... [m ^ot^jSnY 
^ ^ t/t . /cj^m . n-t ky(iH.42ti:t A:)....j.m.-t-(i—'l)>n-*X 



P (m -4- A) (m^-«-hA) 

-P»+3n— I ^^ m(m-4-w)('«-f.2ny 

P (m -h k)i m H- /i -f- *) (itk -f* 2 m -f- A) 



212 CAPUT Vril. 

/.r3«+»3ar f x^"^' ^t 2B'C _^ i^ f* ar^* 




Corollarium 2. 

I 

343. Quia nunc ratio exponentlum ad ternarium non ampKaa 
in computum ingi-editur^ erit generaliter; 



/07^—' dx r x'"^' dx 1 r 



3 

/d— or^) " y\i—x^f '^^ /(1— a:^) 
x^dx r x^ ^ dx 1 r xdx r dv 



■ ! < 



r x^dx r x'^ ^ dx 1 r xdx r 

/x^dx r x^~' dx i r x^v 
3 — - — •/ 3 — xy 3 • 

y/j-x^) •^ }/(l— :t;^)' l/(l— x^)^ 

quare cx binis postremis consequimur 

/xdx r dx r x^x 
s • / 3 — / 1 



\Corollarium. 3 



I ■ . I 



344. Ponatur x zzz^ ct Xn — my ct nostra Theoremato. 

•equentes induent formas : 



3 -y 3 ~,,j 3 



3 




^/(.- 


-i"») 


m-i-i— 


-3 = 






•^ ^d— ;5,3a^ «^ 1(1— ^i'»/ '"^ yd-a'") "^ 



3 



^ (1 — i*V ^' y(i— a»") y(i--a?»> 



y (1 -*»"/ 



CU'PUT 'tl4D tiS- 



Vf. x^ — * d,v 
... (l- -o;'';» 

; n k 

— — , positv> a:zr: 1, ent 



n — k n — /c. 



jjL/i Sia. - 



n 



Ac posito a? rz: a*, tum vero vu. n ir: )3, v/t m: iy, et k ~ X r/, habe- 
bilui*: 

J (l ;;i;' — >^ V "(l — a)'^" ^ p J JX 



ziy 



~-*- --^ . 



S c ho I i o n 1. 



349. Theoremata particuliaria , quae binc consequuntur , ita 
9t habebunt : 

I. fci2; fcl; / . - ^ . / >;-- ' -tr - / -jr — ' — -^ 

J V (l -^xx)'J /( 1 — ^.^a?) /JL y y ( 1 —xx) 2 /x 

rx^—^dx r x^ dx 1 /* xda? 2 tt 
II. n-3; fczl; / . / I i r- 

. •';(,_>y •//(,_.,3) i^Jlxi^^ »!^C* 

ri;i^—'dx rx^-^' dx l r dx 2-t 

n=3; fc=2; /3 . / 3 -- / j- — ^*'— T 

__ . r . r >^~' dx r x>^dx 1 /• xxdx . 'jt 
m. «=4; kii; /, . / , ^-_ /t — z: — -7- 

K(t-^*y '^/(4-'X^) ^-^/(l-xV ^^^^' 
' "^'7* i\'J\. ks^V^J^r r -21UL1/2 

etc* 



aift CA'PUT vm. 

-^^zri A<i- rauonalitat^ re- 

(l — a7")~5r" 

duci posse. Ponatur enim — — n: s*. seu aS^ rz . "'-^ — . unde 

9.T 5s 



a;" . . «« 



J? z^l-hs") 



. Quare cam formula no$tra sit 



grale ita determinari debet, ut evanescat posito rc ~ ideoque 
^ zn ; tum ver6 pbsito a: — 1 , hoc est 3 zz oo dabit valorem, 
quo hic utimiir. Mox autem osteudemus valorem hujus integralis 

/^n — k — 1^2 r x^ — * — ^dx 
^ ^ — 3 posito 5^ ~ oo, ideoque et hujus / 



n— k 

per angulos gxprimi possc , quorum valores hic statim apposul. 



x^'^^ tix 



Dejnde etiam* hotarl mcretur formula^c / — : ^^ '^^®^ trans- 

formatio oriunda, posito 1 — a^ — s^, quae praebet 






ita integranda , ut evanescat posito a? nr seu z zn 1 , tura vero 
statui debet x — 1 seu z nz . Quod eodem redit, ac si mutato 

signo haec formula / Z^^ ^^^ integretur , ut evanescat, 

posito z ~ , tum vero ponatur z — 1 . Cum jam nihil impediat 
qao minus loco z scribamus x^ habebimus hoc insigne Theorema : 

dx r x^ ' 9.r 



/x^"^ dx r 
(1 — X^) n 



n — m 



(1 — a;") n 



CAPUT vnr. >!?. 

ita tit in hujustnodi rormula cxponentcs m tt k inter- le comiButai>i 
liccat , pro casu sciiicet :r~ 1. Ita pro praecedents formula ad 
vationalitatem rcduciliili, ubi m m n — k, erit 



y — ^-y 



k » 

mxdc scquitur etiam fore, posito z rzr oo , 

;« — ' — ' dz r sf^—^dz 



I ^ 






y 1 4-;i» ~y 



M* 



S c h o I i o n 2* 

8 5 0. Hmc ctiam formularum magis compositarum integrana 
pro casu x~ 1, per serics concinnas cxprimi possunt. Cum enim 
in reductione supcriori, posito m -f* k ~ jui scu k zz: jx — m, tit 

m babcatur hujusmodi formula difrercntialis 

dj/ rr — (A -f- Bx" -+- C a:«" -+■ Da;"' -f- ctc.) 

quam ita integrari oportcat, ut j/ cvanescat posito \a:^ zz: , ac rc* 
quiratur valor ipsius y casu x~ 1, crit si hoc casu ficriponamus 

/ : ~ O, iste valor 



m 



(1 -— XV n 
Ticissim ergo proposita hac seric 

? B -1- ?*Lf!!l±JL) C ^ mfm^n)(m-4 -an) pi ^ ete 



28 



it& CAPUT viri. 

^itf' mnnma ftcqnabltQr huic formulac intcgrali 

1. / 1 ^ (A-f-Bar»-f-Ca«H-Da»»H-etc.> 

il post intcgrationem ponatur xzz: l. Quod si ergo creniat , ot 
hujus •crici A -f- B^* -H Ca:*'^+ etc. sumnia assignarig incleque: 
istegratio absolvi queat, obiiacbitur summa iliius seriei» 

Pr ob I cm a 42. 
351. rntcgralis hujus forraulae — — — - ita dctermlnatQ», 



rt poslto a: rz: cvancscat, valorem casu xzizoo assignare«. 



• T* • ■ • • 



s o I u t r o. 



IIujus formrJac irftcgrale jam supra §. 77. exhibnimus , et 
quidcm ita dctcrminatum, ut posito x ZIZ & evancscat^ qnod po6iu> 

brcvitatis cratia ~- — oj, ita sc babct^ 



■-cos.m(j}/y\l — 2.rcos. co-+-a?.r)-f-^6in. mcj.Arc.tang.-j-^ 



xs7nw«r 



— -cos.3/;2aj//(I — 2.rcos.3co+a\r)-|--sin.3mco.Arc.tang._^ 
— — cos.5 mco/j/ (1 — 2:r cos.5 co+a:.r)+ ^ sin. 5 mco. ArcUang — 



X sin.5uf 



xcos,out 
X s in, 6 oj 

XCOf.SA^ 



«ffit.Xaf 



— ^cos.Xmco/i/(l — 2:rcos.Xco-f-:c:r)-f-^sin.X7nca.Arc.tang.— — ^ 

«hi X denotat maximum numcrnm imparcm cxponente n minorem ^ 
ac si ?i fucrit ipsc numcrus impar, insupcr accedit pars Hr"^(i -*-^)» 
prout jn fuerit vcl numcrus impar, vel par; illo scilicet casu signunk 
•4-^ hoc vcro signum — valct Jlic igitur quaeritur istiois iute- 



CAPUT Yin. M^ 

gralls Taloi', qn^ prodt posito x z=z oo, Primo 6tgo t>arte»~Iog^ 

rithmos implicatitcs cxpcndamus, ct riuia ob x z:z oo cst 

■ . .' ■ .^ 

VCI — 2xcos.}^(a-i^xx) — l(x — x:os Xw) — /a:-{-/(t — ^£1^1:?) — fc, 

w — - — = 0; mdc partcs lpg;anthm4cac praebcnt: 

— - — (cos. 1^2 0: + cos. 3/72 cij -+-008/5 moj -4-. . . • •+-cos.X^(ii) 

(:+: "— j s* /1 , uDpar). 
Ponaraus hanc seriem cosinuum 



cos. m 0) "f- cos. 3 m 63 -4- cos..5 m CJ -4-» • • • -f-» cos. X m («j "^ jr. 
critquc pcr . 2 sin. m o) .muliiplicando 

af^sin.mojzzisin. 2 ma3-}-sin. 4mco-4-sin. 6 mcj... . -f-sin. (X-f- i)mm 

— sjn.2;72a) — ^^sln. 4m-co — s:n. 6mco, '^"^- 



I 



ande fit 5_ — ;^.^^;^ — . Quare. si n sit qumerus par , crit 
Xzz:/t-— 1, sicquc partcs logarilhmicae fiunt 

. — ; — zn . -:- , ob Aico m: 7r. 

At proptcr m numerura inlegrum, cst sin. mTrzziO, unde hae paiS 
tcs evancscunt. Sin autcm sit u numcrus impar, est X ^ n -^ 2, 
ct summa partium logarithmicarum fit 

I X siti. (n — I ) m w . 1 x 



n stn. mcj , — n • 



at sin. (n — 1 ) mco izz sin. (m tt — m co) zzz -+- sin. m (o, ubi sigmim 
€upcrius valct , si m sit numcrus impar , contra vero inrcriua, 
quod idem dc altcra ambiguitatc cst tencndum , ita ut habcamus 

If- — . *-^^^ H zzz 0. Perpctuo ergo partes logarithmicae, ^^ 

fStttuo toiluQt; quod ctiam indc cst pcr^picuum., quod alioquin in-^ 

' * • *" * . • ■ 

tegralc forct infinitum, cum tamen manifesto dcbeat esse finituVn. 

Relinquuntur crgo soU anguli, quos in unam summam coltiga- 
mus; considcrctur crgo Arc. tang. — ^ , qui arcus cmvlxzxH 

» O O I — 5CC0S. ACtf' * 

erancscity tum vcro casu x zzi j^ryg fi^ quadrans , ultcrius crgo 
aucta X quadrantem supcrabit ^ 'douec laoto. rrr=: co/ cjus tassfecii 



aao c A p u T Yiii. 

tii "'Zrz--^ corx^ — — ^''^"S- X (0 = tang. (tt" — X w) , ideaqae tpn 
arcus ZHTT — Xco, cx quo hi arcus junctim sumii dabunt: 

z [(TT— ai)sin.ma)4-(7r — 3a))sln. 3ma3-+-(7r— 5a))sin.5mci)-f--.. 

+(7r — X a;)sin.Xmaj]: 

utide duas scries adipiscimur 

— (sin. m oj -|- sin. 3maj -f- sin. 5 mo) -4- ♦ 

.... -4" sin. Xmoj) m — /?; 

*^;i^ (sin. mcu -H 3 sin. 3 ma) 4- 5 sin. 5 mw H- 

.... 4- X sin. X/na)) rz:~— ^; 



n 



'.)•• 



quas seorsim investigcmus » ac pro postcriori quidem cum anfe 
habuisscmus 

cbs. m 0) H- cos. 3 m aj -{- cos. 5 m a) H- ..... 

+ ^ f 171. (X -4- 1 ) m «• 
cos. X m a) m ^ zn — —• > 

ti angulum a) ut variabilcm spectcmus^ difTcrcntiatio pracbet 

~- m^aiCsin.mo) 4^ 3sin. 3 ;?ia}-l-5sin. 5 ma)-f-... . + Xsia. X.ma>) 

^ f X -f- 1 ) m '") 10 co?. (X -f- I ) m co mB bi sin. (X-f- i) m co cos, mt^ 

as/Vi. mcu a f i/i. m w* 

crgo 

fX -I- t)co?. rX-h O'''^^ sji.(\-^i)m(jjco7,mta 

— o^ zn ^ — ? . seu 

X coT. (X -I- «) m w ein. X m ca 

"" / ""• a J//1. m w aii/i. mw'" 

^ro altcra serie 

p zn sin. ma) -|— sin. 3 7?za) -l- sin. 5 ma) •-f- . . • .-|— sin. Xmcu» 

muUipliccmus utrinquc pcr 2 sin. /n a), fietque 

^Spsin.mo)!: 1 — cos. 2ma)— 'cos. 4ma) — cos. 6ma)— ....— cos.(X-h l)mtt 

-H cos. 2ma) -+- cos. 4ma) -t- cos. 6ma) 



« « 



.. X — €0"^. rX-+-i)m<u 



CAPUT VIIL 32t 

Quodsi jam fuerit n numcrus par, crit Xinn — 1, indeque 

c(.$. (X -f- 1) ni oj — cos. n 77103 — cos, mTT, et 
sin. (X -f- 1) mo) ~ sin. mi: zzi 0, ergo 

t — co^. 771 ir ^ n co^, m t 



Jimcquc omnes arcus junctim sumti 

n 95//1. mca * /i as//z»mca nsin^mca' 

Sit nunc n nuraerus impar, crit X zzi n — 2, indeque 

cos. (X -4- 1 ) mb^ziz cos» (/n tt — tw co), et 
sia (X-T- 1) ma> zz:sin. (jni: — mw), seu 
cos. (X -h 1) mco zz: cos. m7r cos» //zo), et 
sin. (X -|- 1) //10) zn — cos. //iTT sin. //lo), ergo 



_ f — roT. m ir cor. m w { n — i) co^, mTrco ?. m ca goy.m^Cf. 

* """ a s/rt. m w "^ / "^ a5//i.mw asia. m<ii 

mide summa omniura angulorum 

tr (i — CQx, vi^rz co^ . m w) ^ w (n — i) co^. m rr coy. m w , w cof.m^coy. mc» 
n si.i. m w * n 5//t. m w • n s in. m w * 



quae ob /i oj 3Z tt rcducitur ad 



Tr 



nsia. m w * 



Sive ergo cxponcns n sit positivus sive negativus i posito 
oo habcmus 



/ 



^m— I ^^ ^ ^ 



1 + a'* /z sin. m cx n sin. ^*^* 



n 



Corollarium !• 



2 52» Hinc ergo crit formula supra memorata (349^ 

9 



132 CAPUT VIII. 

Uhde sequitur fore etiam formulam, cui hanc aequari ottendimiu ; 



(1—0?«)*' ^ (1 — a:> '^^^^- • 



C o r o I 1 a r i u m 2. 



3 53. Percurramus casus simpllciores ^ pro utroque (brmola- 
inm genere, posito s zn oo ct a: ~ I ; 

rH-zs y ]/ (1 — j:a3 7s[nT|lr 2* 



/dz _ r zdz _ r dx _ /• 
i + z^~^J i+z^—J ir 7— y 



3 
3n ' ,/•# •_ -^3^« 



/(1 — ^^) /(t -j-X*> 

TT 27r 



3 sin. Itt 3 )/ 3' 

/5s r zzdz r dx r xx^x 



/(1— o:*) /(1 — xV 



4 sin. ^71 2/2 

/33 /• z*dz_ f dx r ar^da: 



■•mm 



/(1 — x^) /(1 — x^)^ 



6 sin. ^ TT 3 



Corollarium 3. 



354« Com 6it 






CAPUT Vin. 27S 

er|t 'p^r «*""'da? multipficando ^ tuia iategrantfo , ac ^rz: ifpo- 
uesda 

n sin. — v'/ \Ty v«/ 

<t loco & scribendo n — k crit quoque 

/^ _ f n — * 



. Hir "" » — ft "^ n (an — fc) "^ n. a /i. ( 3 /i — *) "*~ "W. a tt. 3n lAn — *) ^ 
n 

S c h o li Q n.. 

355. Pro formulis quantitates transcendcntes continentibt» 
iupra jam praccipuos valores , quos intcgralia dum variabili certuf 
quidam valor tribuitur , recipiunt , cvolvimus; ita ut non opus sit 
hujusmodi formulas hic denuo c.xaminarc. Hinc autcm intelllgitury 
€OS valores intcgralis /)Ldx prae reliquis essc notatu dignos, ac 
plcrumquc multo succinctius cxprimi posse , qui ciusmodi valoribus 
Tariabilis x respondcnt, quibus functio X vel fit infinita vcl in nihi- 

et / 1 

iralores prae rellquis memorabilcs rcciplunt, si fiat a:rz 1 et 5~oo, 
nbi illius denominator cvancscit, hujus vero fit infinitus. Caeterum 
onini attcntione dignum est, quod hic ostendimus, formulae integra- 

r-tn— I "^ ^ 

TT . 

, cujus dcmonstralio cum per tot ambages sit adstructa^ 



-. valorcm casu zzn oo tara concinne cxprimi, ut sit 



m ^ 

n sm. — TT 

n 



ncrito suspicioncm cxcitat , cam via multo faciliori confici posse^ 
etiamsi raodus nondura pcrspiciatur. Id quidcm manifcslum esty 
Iianc dcmonstrationera cx rationc sinuuni angulorura rauhiplorum 

peti oportcrc; ct quoniara in Introductionc sin. — % pcr producturo 

iRfinitoyum factorum expressi^ raox vidcbiraus, inde eandeta Teritatei0 



aa^i CAPOT viiL 

nralto facilius deduci posse» ctiamsi ne hanc qnidem riaiB pro 
xime naturali haberi velim. Sequens autem caput hujusmodi inve^ 
stigationi destinavi, quo valorcs integralium) quos uti in hoc capite 
certo quodam casu recipiunt^ per producta infinita seu ex innume^ 
ris factoribus constantia exprimere docebo; quandoquidem fiinc it^ 
aignia subsidia in Anal/sin redundant^ pluraque alia incremcnta ind« 
cicpectari possunt 






CAPUT IX. 

DE 

EVOLUTiONE INTEGRALIUM PER PRODUCTA 

INFINITA. 

Pr o b 1 e m a 43. 



356. 

Vaforem hujus integralis /7771^^35 > quem casu a? m 1 recipit, in 

productum infinitum evolvere. 

S o 1 u t i o. 

QuemadiEodum supra formulas altiorcs ad simpticem reduximus, 

777 —7 continuo ad altiores perducamus. Ita 

ejdm posito x znz 1 sit 

/.r^-' ^x m 4- 1 r .r^+' c) r 
|/ (l — xx) m y [/ ( 1 • — ^ci-y 

/dx ^ r x.rdx 2. A r x^dx 

|/(l —XX) 17 y/(l — xx) l.sy |/(1 ~ xx) 

X^ () X 



2. 4. 6 /• x"" Ox 
/ — 7 ^^c 

1. 3. 5 y y (i — ^^) 



ttnde concludimus fore indcfinite: 

/dx 2.4.6.8 2i t x^^ d^ 

y (i — XX) 1. 3. 5. 7 (2i — 1)7 )/(l — a:a:) 

atque adeo etiam si pro i sumatur numcrus in6nitus. Nuno 8101111 
a formuU f yr^^^gx ascendamus, reperiemusque 

29 



r* 
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3.6.7.9. (2i4-<)/' ^•'^-'Bar 



/xdx 3.6.7.9. {2i-{-\)f x" 
]/ (l — x±) 2. 4. 6. 8 . . ." 2I J ]/(! — xx)' 
atque obscrvo, si i sit numcrus iiifinitus, formulas istas 






ratienem acqnalitatis 'esse habJturas» £x redactrone enim principali 
perspicuum. est^ sl m sit numerua infinitus, fpre 

r x^^—^dx r x^^^^dx r x^+^Bar 

J ]/ (1 — - xx) J |/ (1 — xx) ~y |/ (1 — a:x) 

/x^-^^dx r x^-^^^dx 
— ^ zn / ^ quan*' 
y \i — xxj j y {i — XX j 

tumyis magna fuerit diiTerentia inter yi et y , moda finita. Cum 

/x^^^dx ^^^'''^''dx 

••*?• r '' — i = M ct '■'■l-'- ^''t'i z^N, erit 

j. 3. 5 (ai— ijL s. 4. 6. 8. « . . . ai » ^ ^ 

/nr^-TIr /TTri*^ = M ^ N = S : ,. posito X = I . 

Atesty^^-^— j — 1 ety^^^_— j — -^ 

unde colligitur f :^,J^^. ziz -^ quia producta M et N ex aequalc 

factorum numero constant ^ si primum factorem f producti M per 
primum factorem | producti N ^ secundum | illius , per secundum 
|- hujus et ita porro dividamus^ fiet 

M a. a 4. 4 6. 6 8. 8 . 

ri 1. 3 3. 9 9* 7 7. 9. 
unde obtinemus pro casu x zzi i ^ pcr productum infinitunr^ 

/ d X . a. a 4-4 ®« ^ 8 . 8 . ir 
TT^xx) — 1. 3 Ts-dr^ -7. 9* i* 

Corollarium 1. 

3 6 7*. Pro» valbre ergo ipsius tt idem productum infinitum 
clicuimus ^ quod olim jam Wallisius inven^rat , ^t eujus * Teritatem 
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in Introducliune confirmaTinms ^ diversissimls riis inccdcntes, crit 
itiaique 

-ir 9 ?!-? 4l_^ *-!_? ?L? mfn 

r. 2 3. i 6. 7 7-9 

Corollariuxn2. 

358. Nihil interest ^ quonam ordine slnguli factores in hoc 
producto disponantur ^ dummodo nuUi rclinquantur. Ita allquot ab 
initio scorsim sumendo ^ i^eliqui ordine dcbito disponi possunt ; rc- 
luti 





— 2 

-^ 1 


* — 


-.«4 


s 


"" I. 3 


9 *" 




'^ ^ 


-^•4 


m "" 


""3. 5 



3. 3 * 6. 5 * 7. 7 * 9. 9 



. etc, vel 



14 X ?^.|ii.«:.i2.?^.etc. vel 

3. 6 5« 7 7. 9 9. II 
^ 9. 4 4* G 6. S 8. 10 . Y 

« —7 • — . 2 — . . etc. vel 

I. 5 5. 7 5. 9 7. II • 

^ 9. 6 4-8 6. 10 8. 19 ■ 

^ . ~ . 7 . r . CtC. 

I* 7 3. 9 -6. II 7. i3 

S c h I i n« 
359» Fundamentum ergo hujus evolutionis in hoc consistit, 

.. ■ r -y denotante i numerum infinl«» 

y [i — XX) 

tura, idera sit, utcunque numerus finitiis a varietur. Atquc hoc qui- 

dein, ex reductione 

/(1 — xxj i J |/(l — xx) 

m^nifestum est » si pro ol valores binario difrercnies assumantur. 

-77- -. 

inter haec / -— ~ -. et / - ■ . . ■ r, qtiasr hmites conti- 

J' y{l^xx) J y(l — xx) 

neatur, qui cum sint inier se aequales necesse est omnes fomiula» 

intermedias tiadem quoque esse aequgles. Atque hoc latius palet ad 



m 
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iormulas magis complicatas/ ita ut denotantc l numenim inflm» 
tum sit 

J (l ^x^^f—J (1 -a:«)k' 
Cum enim sit 

' ^21~7ir^liJ , 3^ 

hae formutae posito m =: oo sunt aequales ; unde illarum quoqiit 
acqualitas casibus, quibus ainny vel a~2n, vel azizZn ctcu 
perspicitur; sin autem a medium quempiam valorem teneat formulae^ 
ipsius quoque valor medium quoddam tenere debet inter valoret 
acquales, ideoque ipsis erit aequalis. Hoc igitur principio stabiliia 
sequens problema rcsolvere poterimus. 

P r o b I e m a 44. 

360. Rationem horum duorum integralium 

fc— « > — » 

fx^-' dx[{ — x"") iT et /x^--' dx (l — a") ^ , 

casu x~z if per productum infinilorum factorum exprimere. 

S 1 u t i o. 
Cum sit 

k 



casu X :zz 1 , valor istius integralis ad intcgrale infinite rcmotum 
reducetur hoc modo: 

fxi^^'dx (1 — x"") ^ 

m im-hn) (m-t-anj (mH-M) ^* au \^i u; j ^ 

ubi i numerum infinitum denotare assumimus. Siraili autem nqtoda 
pro altera formula proposita erit 
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/^H— 1 ^x (1 — a-^) ri 

— ij[^:i) (M-hanJ Qi-tin) J ^ OX^l^X) , 

atque hae postreraae formulae integrales ob exponentes infinitoSi 
aequales crunt, non obstante inaequalitate numerorum m et jx: tum 
▼cro bina haec producta infinila pari factorura numero constant. 
Quare si singuli pcr singulos, hoc est primus perprimum, secundus 
pcr secundura dividantur , ratio binorum integralium propositorum 
}ta cxpriraetur: 

fx^-^dxji—x'') n ^(^-4-fe) ( ^4-n)(tnH-fe-fn ) (fi-^an)(m4-fc4-an) 

fe — n m(|X-Hfe) * (ni-1-nXM-h*-+-n) * (m4-2n)(|jL-r-fc-f^n) ^^ 

fx^^^dx{i^X^) n 

ai quidcra arabo intcgralia ita determinentur, ut posito x zn o €▼»• 
jiescant, tura vero staiuatur o: rz: 1 ; litteris autcm m, jui, /i, k ni^ 
meros positivos dcnotari neccsse cst. 

C o r o 1 1 a r i u m 1. 

361. Si diflercntia nuraerorura m et |ul aequetur multipio 
ipsius n, in producto invento intiniti factorcs se destruunt , relin» 
queturque factorura numerus finitus, uti si jx m: m -}- n habebitur: 

(m 4- n) (m 4 - fe) {m-^^n) (m-^k -^ n) ( m-h 3 n) (m -4- fe + a n) 
m'(m4^-|-ny ' (m -f- n) (^m --h ^ -h a n) * (m •+- a n j (m -i- lit 4- 3 nj ^^^* #•* 

quod reducitur ad ^^ . 

Corollarium 2. 

362. Valor autem illius producti necessario est finitus » id 
quod tam ex forraulis integralibus, quarum rationcm cxprimit, patet^ 
quam inde, quod in singulis factoribus numcratores et denomina^orc9 
aunt alternatim majorcs i&t minores» 



■ t 
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C r 1 1 a r i u m 31 

363. Si ponamus. jn zz:. 1 v /i. zii.a, nrrr; 4- ct * — 2 , 

«Cfit 

supra autem inTcnimus productum harum binarum formularum e9se 

— r* 

Troblema 45. 

364. Valorem hujus integralis fx^^^ 3a? (1 — x^) n ",qucm 
posito 07 zz: 1 rccipit, per productum infinitum exprimere. 

S o 1 u t i o« 

Cum in problemate praecedentc ratio hujus integralis ad hoc 

alterum yo?'*""' 3a; (1 — o;^) » per producttim infinitum sit assi- 
gnata, in hoc exponens jji ita accipiatur, ut integrale exhiberi possit. 
Capiatur ergo jx rz n, et integrale fit — 

k ^* "^ ~ 1c 

ita determmatum, ut posito -a:rn0 evanescat: ponatur nunc , ut 
conditio postuiat, xrz 1, et quia hoc integrale erit n: j, habebi- 
mus fosmulae propositae integrale casu a; — 1 , ita expressum 

fc--n 
/•^m— 1;)^/| ^nx n -« ^C^+^) *^(^+fc4-n) 5n(m4>b4-t>n) 

q\/od singulos factores partiendo ita repraesentari potest 

fx^-^ 7ix (i — a:«) » -- ;r-^^(^t*^ , ? n(m+fc4^) i^Cm+M^SL ctc 
y^ Oxy^l ^ ) ^^. ^m+nXik+n) * ([m+an)(*+an) • (m-h3n)(fc-h5n) ^^^* 



/CATUT IX. 



231 



Corollftrium 1. 

365. Cum in hac cxpressione litterae m et k sint permu- 
tftbilcs, sequhur etiam , haec integralia posito o? := 1 inter se essc 
acquaiia : 

i -~it 1 

quam acqualitatem jam supra §. 349«- clicuimus» 



Corollarium 2. 



366 
slt valori 



statuamua m 



Cum formulae nostrae valor, sf miriM — /c, aequalis 

r: n 



- posito zzzioo, si ob w + fc 



/ 



n -4- a t n — <r 

3 



? et Jt 



, habebimus 



/ 



.m 



-' d.r 



n-f-a 



(l — a:») an. 



/ 



4n 



O^ ' 5 X 

2.4nn 4.6 nn 



•/1+3'» ^J 



3**"*' 3^ 



6.8nn 



»-T 



nn — act 9nn — olol 2bnn — aa 49nn — aa 
Quod productum. ctiam hoc modo exponi potcst 

2 2 n. 2 n 4 n. .4 n 6 n, 6 n 

n — ct *(n-4-a)(3n— a) '(3n-4-a)(5n — a) *(5n-Ha)(7n.r-a) 



etc. 



etc. 



TT 

quod crgo etiam cxprimit valorcm ipsius — 

n ain. — 

n 



m 



n cos. 



OTT P^^ 



an 



$. 351. 



Corollarium 3.^ 



/ 



367- Vel si simpliciter ponamus ^zrn-— m, fiet 



( i ~ a:*) 



-==/- 



n— — w 



(1 ^ a*} »■ 






-I-.»'* 
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j i nn , Ann 9nn 



n—m m(2/i — /;2) (7i-+-m)(3n — m) (2/i 4- mjl (4 n—m) 

qnae ex forma primum invcnta oritur. Haec ergo aequalitas SJul>- 
slstit, si ponatur x zzz 1 et z zi: co, 

S c h o I i o n f « 

36 8. In Introductione autcm pro multiplicatione anguIonuB 
ioyeneram 

ct cum sm. — -— zz: sm. — -, ob n — m — k. ent etiam 

mir feT/. fefev/i *i^\/- fcft\/j .fcl^ 



sin. 



.' - i-;) (' - iri.) (' - inr.) (' - :l.^) «««• 



71 n \ 7in'v ij.7i7i/N g 

quae reducitur ad hanc formam 

. m^ feTT (n — fe)C7i-Hfe) fan — fe)f9n-f.fc) (3n— fe) f3 n-h^) . 

8m. — ^ ~- • — • . ^ • ^ ^ ' eie» 

n n ^71 ^nn ^nn 

et pro k suo valore restituto 

•„ miT TT^ ^ V tnfan-Tn) (n -4- m) f 3 n -■ m ) (an-4-m)f4n-^m) _^^^ 

n n^ nn /|.nn gnn 

unde manifcste pro — -^^ — ~ idcm reperilur productum, quod valo- 

71 sin. — 

n 

rem nostrorum integralium erprimit, sicque novam habemus demon- 
strationem pro Theoremate illo cximio supra per multas ambages 
evicto, esse 

(1 — x^^r, ^ (1 _ o:^) 1 

TT 

""~ • • mir ' 

/i sm. — 

n 

S c h ol i on 3. 
36 9. Qao nostra formula latius pateat, ponamus ^ ^ |^ ^« 

fc~ ^ et tianoiscemur fa?^^ 9a? (i — ja?^' 
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~ wijui • (m4-ft)(M.H-v) ' (mH-art)()Li-|-av) ' (m-H^n) (ft-H3v) * ^ 

_ i> Q(mv-h^M-) 3(mv4-n,ti-l-r!v) ^(mHhnfHjanv) 5(mv-f-njJL4-3nv) . 

Siii ' (m+n)(fJL-f-v) * (m-HanXM-t-^vJ ' (m-f-SnJ (^-^37) * (m+4n) (fJiH-^ir) ^^^ ^ 

in qua expressione litterac m, n et jui, j/ sont permutabiles, prae- 
terquam in primo factore , cjui cum reliquis lege continuitatis non 
conjM^titur; ac si per n multipllcemus , permutabilitas erit perfecta, 
unoe concludimus fore 

nfx^' dx (1 — x"")^ z=z y/x^-' dx (1 — a^O» 

quae aequalitas casu y zzr n ad supra observatam reducitun Cae- 
terum juyabit casus praecipuos perpendisse, quos ex valoribus |Ji ct k 
dcsumamus. 

Exemplum 1. 
3 70. Sit jUL — 1 e< K — 2, Jietque 

« 

. x^^^^dx 2 2(2m-H-72) 3C2m-*-3n) 4(2m-4-6n) 

|/(1— x") m ' 3 (m-1 /0 ' 6(/n-f-2w) * 7 (wt-4-3n) 

dx 



I 



I 



n 

,2\n— m 



quae expressio ita commodjus repraesentatur : 

a:^""*^.'^ 2 4(2 7n-h7i) 6 (2 m -4-3/?) S(2m-f-5n) 



i/(l — a'^) m* 



j/(l — a'*) m 3(2m-4-2n) 6(2m-H4/0 7(2mH-6n) 
undc sequentes casus specialissimi deducuntur: 

y/(i-^ ^ -3. 3 • 5. 5 • 7. 7 ^^^* y y(i— 3CX) 

r ^x ^ 4. 5 6. I! 8. 17 10. g3 . — 2 r ^* ^ 

y • (l —x3) ^ • 3. 8 • 6. 14 • 7. ao • 9. 26 ^^^ 3/ 5 

r *^3 e 4- 7 6- '3 8 . >i9 '»• ^^ ^^^ 2 f ^* 

/ y (1 — «3) ^ • Sr^ -5. 16 ' 7. aa • 9. a8 '^''' 3/3 ^ 

30 



etc. 



< 
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r dx « V 4- 3 6. 7 8. n lo. '5 . , f dx 

• (i — x»)^ 

4' 4 5: 5 8. la 10.16 . , r ftx 

5. 6 • 677^ • 7. 4 • 9. "^ ^ 5/ / (i — . «•) 

9. 4 4* ^ ®' ^ ^- ■£ Af 

9. 3 6. 5 7. 7 9* 9 

4-_6 6. 9 g. i3 io^j7 ^j^^ _ • r__3«Ul, 

3. 7 • 6. II ' 7. i5 • 9- '9 ' •' 'i>, ,^ 

V (i — «•! 

4« 8 6. 10 8. 14 lo. »8 M - , 

3. 8 6* la 7. ib 9. ao> * 

E X c m p 1 u m 2. 
371. iSii |jLi:z 1 ei y n: 3, Jietque 
x^^dx 3 2(3mH-n) 3(3m^4n) 4(3m-H7n> 



f xdx _ 


- 1 


y >^(. -«4) - 


five ~ 


= 1 


r ««9« _ 
/y(i-a4) - 


= 1 


/««3 9« _ 
/V(t — «4) - 


— 2 

^ 4 



/ 



^ - ^ m 4 (?n-H n) 7 (m -i- 2 n) 10 (m -h- 3n> 

y(l— o;'*/ 

3:r 



etc^ 






3\n— ^ 



/ (1 — a?3) 
undc scquentcs casus spccialissimi dcducuntur: 

. r_L*_ 3 ?l^ ?:_" _4' "7 Ji_?5 #»fn 

•'3 ' 4- 3 7. 5 lo. 7 i3. 9 

/ B X j a^ 3. i5 _4.^4 5. 33 

3 ""^ ' * 4* 4 * 7« 7 * lo. lo * i3. i3 

• (i— x3)« 

siYC — f.?^^'-i-^.JLl?.il:_i|ctc. 

I 4* 4 7« 7 lo. lo i3. i3 
f xdx a a^ 3. i8 4. 27 5. 36 . 



• (i-^xS)» 



•». 



* 4* ^ ' 7* 8 * 10. II • i3. 14 
3. 6 6. 9 9. la la. i5 



4- d 7* o 10. II ]3. i/f 



r_J^»_ 2 a^7 3- '9 4- 3i 5-43- . 

•f 3 — I • ^. 5 • -7. "v; • 7«. T5 • Ts:~ ; ^•'^' 

>^ (i — x4)« 



• 4* ^ * 7- 9 * 10. i3 • i3if 17 



/ xx3x a. i3 3. 25 4-37 5« 49 



I<(l — X4)« 



4> 7 7- '< * 10. i5 • i3. 19 



4 r d« 

«y •(. - 


XS) 


/* 3« 




J S 


k3)» 


F dx 




J 3 


x3) 






y^(.-. 


k3)3 


• (.- 


«3) 



/ 
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£xemplum $. 
3 72. Sit jt.= 2 et v—S,ftetgiu 
3f^'ix 3 2(3m4-2n) 3(3m-l-6M) 4(3m4-8n) 



/d -fX") 



2m 5(m-i-n) 8(m-(-2n) ll(m-H3rt) 



n J 



x^x 



/(1 — x')"-» 
unde sequentes casus . speciales deducuntur : 

/S"^ S •«. 3 6. S • •■■ ?• 14. j^""^ «/./(, — BJ 



• (1 - «■) 

/ 3» ■ ^ 9 3^j8 4- '7 

3 5 • 4. 4 • j. , ■ ,,. ,; 

V(,-xJ) 

*™ I. 4 • 5. 7 • 8. lo 

■ * ' i."~5 • B^~B • 11. 11 



/s- 



«ive 



*• 5. 4 • 8. 8 • ti. ,1 

/ 8X 3 a. ,, 3. ?3 4- 33 
3 ^ • 5, 5 • 8. g ■ ,,, .3 

x xdx , 3- ,7 3. 39 4. 4' 

3 »■ 5. 7 '6. ,. • I.. ,5 

y(l-«4) 



S. 36 
,4. .3 ■ 



etc. 



xSx 



>'(i-i3)l . 

. etc. 

A-J? -(- — /■ '^' 



-5.-5S -tc — /■- 
14. >4 • °"^ /3 



y(r^.J) 

,4. 14 

±M etc — 3/"— '-'-^ 
■4. .7 •"<'• — U 4 



/ 



y(,— .3)3 

|4^etc. = 3/^. 

Exemplum 4. 
373. Sii (JL = 1 el v= i, fietque 
!">-' 3x .4 2(4mH-'n) 3(-4m'H-6«) 4(.4m-i-9n) 



4 . m' 6(m-i-n)"' B(m-H2n) ' I3(m-i-3n) 

y (1 - x")» 

4 /• 3a: 

i n ■/ 



/(1— xV- 
'imde sequentes casus speciales prodeunt 




336' 



C AP U T IX. 

i. 3o 



r 3« _ 4 ■ • tji ±ji ±Je ,tc — 2t '' . 

^■(■-.•js 

. 4. 3 «. 7 6. II lo. |5 , 

r «il_ — J ?:_? liJ» J-L . Ai» . ctc. = 1 /■ — ?2 

J4^ — .-5. 4-,. ,-|5. .„-17. U S'3 

- --- - ■■ 3. i3 4.35 4.47 etc if ^ 






I,. i4 



/•3» , =J1 3_.St 4.4 ° 5 5» ^ |,(^^ 

" 1 ' 6. 6 ' 9. 9 ■ 13. iS ' 17. 17 ■ 



' 4 
.'(.-.4)3 



=A- 



»'(■-»<) 



l' (■ - «4)1 



'™ ■ • 5. 4 ' «. » • .3. .5 17. 17 

. s. 6. II 10. 16 14. ao 

«" = ? • r-i • —9 ' r3.T3 • 77—7 • ■="=• 

r xxdx - a. 16 3. 3a 4. -jO 5. fl^ , . /• 3« 

; 4 — — i ' 57-7 ' T" 'T3. 15 ' tt:'^-"''' — J 4, 

. 4. 8 *. ■> 8. 94 '". 3a „,_ 

""" 3 5. 7 ■ 9. .1 i3. i5 17. 19 

. 4. a 8. la la. .6 16. ao 

«" = 1 ' 5T • -- ■ —-' ■ -^- ■ "=• 



9. II i3- i5 ' 17. 17 

'4k 

Atqne in his et praecedentibus jam casua fjL nz 3 et >- z:: 4 c« 
contcnlus.- 



S c h I i n. 

374. Caeterum hae foimulae, in quas litteras fx et ^ intro- 
duxi , laiiuB non patcnt quam primum consideratae , series enim 
pendent a binis fractionlbus - et -, quae cum semper ad commu- 
nera denominatorcm revocari queani, formulas 



/ 



■ dx 



■/ ( 1 — a:")"— * 



=/^ 



'3,r 



perpendisse sufilciet. Cum igitur earum vator casu o; zz 1 aequc- 
tur. huic producto 



»(m+_l) 




■» 

< 
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•i in singulis membris factores numeratorum permutemus, .et mem*- 
bra alitcr partiamur, idem productum hanc induet formam 

mr+'k nfm-^-k-^-n) an(m4- fc-f- an) 3n (7?t--hfe+3n) . 

mk • (m-f-/g Cfe-H«7 ' (m-f-an) (k^-^n) * (ni^-Sn) (k+5n) '^^^' 

quae ad memoriam magis accommodata videtur. Simili modo oum 
sit: 

f arP—' dx r x^~' dx 

f-hj n(p-^ q-^n ) anrp-h7-f-^n ) 3n( p-i-<y-f-5 n) 

f f ' (f-+-'002-rn) ' (P-Hanj (^-f-an) * (f)-4-3n)(i2-h3n) 

illam forniam per lianc dividendo, erit 

*--n 
/x^-^' dT (i — .T^) ~n 

/xP—^dx (l — x"") n 

N(*5±*) ( p-hn)r^-f-tt)fm-|-»-hn) (f^-^-oTi^f/y-h^nX m+lr-f- n) ^ ^^^^ 

infe(p-h/7) ' (m-f-n)(/f-|-'i)(p-f-<2-htt) ' (ni-hawjC^+^^TIf-'"^"^!^) ' 

cujus orania membra cadcm legc coniinentur. Hinc autem eiimiae 
coraparationcs hujusmodi formularum deduci possunt , quae quo 
facilius commemorari qucant , brevitatis causa scquenli scriptionis 
compendio ular. ^ 



. etc. 



D e fi n i t i o. * 



q-^n 



375. Formulac integralis /xP ' dx (t — x^) T^ valorem , 

qiiem posito xziz I recipit , brevitatis gratia hoc signo (-) indi- 

cemus , ubi quidem cxponentem /z, quem in comparationc plurium 
hujusmodi formularum eundcm esse assumo, subinielligi oportet. 

Corollarium 1. 

« 

376. Primum igitur patet csse (^)~(|), et utramque 
fonnidam esse 



p-jhq n (P "h 7 H- n ) an (f) -h <y-h^ n ) 

M • (p-i-n)(q^n) • (f-j-an) (^-haa)-^^^* 
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ir. Quia r nz: b non diflfert a praecedenti oh a tt b pcr- 
mutabiles, statuatur r zn j^ H- 7, fietque 



Quoniam r ipsi c aequari nequit , factor d -^ p -f- q nequc ipsi 
p^ neque 7, nequc c -]- d aequalis poni potcst , relinquitur crgo 
d -^/7 -f- 7 ~ a -f- 6 , et abc znpq {c -\- d) ^ ubi quia c ipsi 
c -)— d aequari nequit , ac p et q pari condiiione gaudent , fiat 
p zm c\ erit 7Zira-j-6 — c — J, et abz:z(c-^d)(a'-\-b — c — d); 
unde a zn c ^ di q zzzb; p zizc; rzzzb -f- ^i ^ — c?; sicque con* 
ficitur : 



C-t-) (t) = (i) C-T-')- 



Corollarium 1. 

380. Hac solutiones eodem fere redeunt , indeque tria pro* 

ducta binarum formularum, aequalia eruuntur: 



(7) H-') = (I) (-1") = (7) ('4-') 



Ycl in litteris /7, ^, r, 



(i) («-7«) = (;)('-!-') = ( J) (^To- 



C o r 1 1 a r i u m- 2. 
381. Si liae formulae in producta infinita evolvantur, rcpe- 



rietur 



(f)e?)= 



r wn ff -f- /7-+-r-i- «) ^nnfp-t-^y + r-ha^) 



etc. 



q/\r • f)/7r * (f-H'0 (l-+-*) (^ "*-'*) ' (P -f- 2 »> (<? H- a n; (^r H- a n; 

tmde patet, tres littcras /7, ^, r, utcunque inter se permutari posse, 
atque hinc ternas iilas formulas concludere licet. 




* z 
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CorolIariumS. 

382. Restituamus ipsas formulas integrales, et sequentla tria 
producta erunt inter se acqualia 



/. 



.T* — ^dx 



•/., 



xP-^ — ' d X 



'. — —j ^ 






Vdi 



a 



/xt—' dx r 

T J n 






]/( 1 — a:«) 



/ (1 — ar")"— < 



CoroHarium -4. 
^83. Hic casus notatu dignus, quo p-)— ^:=/i, tum «nim ob 



(t±J) = (i)=Let'(J) 



TT 



n sm. '^— 



■^ 



liaec tria proBucta fient 



TT 



nr sm. *^ - 

n 



Erit scilicet 



/^ 



dx 



■f 



^n-p+r-i 3^^ 



/(l-«a;")»~'" /(1— a;*/-f 



/^ 



af""' 3a: 



•/(1— a:«) 

TT 



r /*a: 



t+^-'dx 



^(1 —xV 



nr sm. -— 

n 



S c h o I i o n. 

384. Triplex ista proprietas productorum ex binis fonnulis 
maxime est notatu digna, ac pro variis nuraeris loco p^ q^ r sub* 
•tituendis obtinebuntur sequentes aequalitatcs speciales; 

31 



•* v 



h ■ • 
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(f)(l)^ 
(f)(0^ 
(0(0^ 
(i)(f): 

(0(5): 

(0 v- 

(0(1): 
(0(f): 
(0(0 = 
(0(0 = 
(0(1) = 
(!)(.')- 
i|(0(0 = 

a)(o= 

4 AiViO^ 



^(0(0 

:=(0(0 

= (0(1) = (0(0 

= (0(0 

= (0(0 

= Q)(0 

= (OiO 

= (0(0 

= (l)(0 = (0(l) 

= (0(|) = (0(0 

= («(?) 

= (0(0 

MOio=(o(n 

:(0(t) 

:(0(0 
:(J)(f> 



Quae formulac pvo omnibus numeris n valent, nc sl numeri majo- 
res quam n occurrant, cos ad minofes rcduci possc Siipra vidimus. 

Problema 4 7. 

38 5. Invenire producta diversa ex ternis hujtismodi fbrmulis, 
«luae inter se sint acquaiia. 



Consideretur productum ( JL ) (--^ '^) (^- -j- --), q"od evolutum 
praebet: 



n3fpH 



-4-n)_ 



f V r j" ■ (t -f-aj (1 -I- ") (r^ 
quod eundem valorem retinere evidcns cst . quomodocunque qnnfuor 
liUerae intor se commutentur. Tum vcro eadcm evohilio prodit cx 
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hoc producto: (—)(rf)^F^)' "^^ eadem pcrmutatio locum habet 
Aequalia crgo sunt inter se omnia haec producta: 

O (^) {^h (|) (^) C'";^-); (-f ) ('-?) (^I^^; 

(X) (2±r) (to±r); (±) ctj-^) (£±^±.^); (5) C-±^) (P±r±iy^ 
. (.j) (i±r) (th-j±f); (^.)(2±£)(2±;±£); (2:)(L-tf)(2±r±f). 

Producta altcrius formae ope praecedcntis proprictatis hinc sponte 
fluunt: est enim 

('->') e-^p^ = (t) (f i-?- 

Deinde vero etiam hoo productum (^^) C~r^) C~^) ^volutum pro 

primo merabro dat: ^ — ^ (i^Z" f — ^^> '" ^^^ ^^"^ /^ ^^ ^> quam 
q Ql s inter se permutare iicet, ita ut sit 

(f ) c-t') ('-t-) = (7) CT') c t-^)- 

S c h o I i n. 

3 8 6. Quantumvis late haec patcrc vidcantur , tamen nullas 
Tiovas coraparationcs suppcditant , quac non jnm in praecedenti 
contineantur, Postrcma cnim aequalitas 

({) .'-t-^i ei"-) =(7) (-t-K^t') 

cx muhiplicatione <^ 

harum / (^) ( 5 ) — (sO^^—)' 

Priorum vero formalio ex hoc cxcmplo palcbit, 

"'•«-. s(:)et:)=('vv('"F') 

cx muhiplicatione •( 

harum ( V. j. )< s / — ^J^p-^qJ' 



>f* 



2U 



C A P U T IX. 



Istae autem comparatlones praeclpue utilcs snnt ad valores diTer» 
sarum formularum ejusdem ordinis seu pro dato numero n invicem. 
reducendos , ut integratio ad paucissimas revocetur , quibus daUi 
reliquac per eas definiri qucant. 

P r ob I e m a 48. 
3 8 7* Formulas simplicissimas exhibere , ad quaa integra6o 

contCDtorumi 



feduci queat» 



l/(l — x«)^— « 



S o I u 1 1 o. 



Prirao est (^) izi ^ , undc habentur hi casus 



(t) 



Deinde est 



p 



I 
2 






I cte;. 



V n sm. ■— 

n 



4 / 4» \ 5 

unde omnium harum formulanii» 



n — p 
Talores sunt cogniti, quas indicemus: 

C-TLi) = ^; (-Lp) =: (3; C^') = y; (^^^) = 5 CtC. 

Yerum hi non suinciunt ad reliquos orancs cxpediendos , px'aeterem: 
tanquam cognitos spectari oportct hos: 

C-T^) = A; C-7^) =:z B; (^^---'0 =: C; Q^-^) z=z D etc. 

atque ex his reliqui omnes dctcrminari poterunt opc aequationum. 
supra demonstratarum; unde poiissimum has notasse juvabit :. 



C-^O (v) 



(n — 6\ /n — a — b\ 



(n — a\ r ti — B 



£x barum primaNDosito azzib 



1 invenitur 
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labi (r^r;) — ^ , idcoque pcr formulas assuratas dcfinitur ^— -)* 
Ex secunda posito b ziz 1 deducitur 

Ex tertia posito 6 izi 1 invenitur 

c-=~) = c-T-') c^-:) c-=7--) : c-=-o (^) 

Sicque reperiuntur omne& formulae (——-—), et ex his porro po- 
nendo b ziz 2 in tertia 

tnide rcperiuntur formae (^^— --— ), ct ita porro omnes ( ^ ^~ ^i 

quippe quae forma omnes complectitur. Labor autem per priores 

acquationcs noa mcdiocriter contrahitur. Invcnta enim (" ^ " — ^) 
ex prima colligitur 

(fl — 2N /-71 a — — 2\ / W \ , /fl —— 'X — TV 
'a^J \ a-t-2~~ / W/ • V / 

cx secunda vcro 

Cn — a — aN /n — a\ /n — a — 2\ /n — on 
: r-) — C— - ) ( a ) • ( -a-^ 

sitnilique modo ex inventis formulis ( " " ^ ) derivantur bac 

Ci — 3v f\~^~i^^ f]!L\ • / " — g " — 3n 
a-h3>' V a4-5 /^^'•V il ) 

(n — a — 3n /n — 3n /n — a — 3v /n — a\ 

C o r o 1 1 a r i u m 1 . , 
388, Ex aequatione (iTi:) = ^ (^1=-«) : (^?) dcfim^ 
untur 

C-^) = A: ("-?-') = rki C-?^) = 5^; C-^)=4Ti-. «'- 

E. «equadone yero C=~') = (^) (~^) = ("-=-") "« 
formulae 
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(■-=-•) = «^ ; C-=2) = "^ -. C-^) = '^ ; C-^-') = ',5 ; etc. 

Corollarium 2. 
38 9. Aequatio 

(tt — a — iN /n — i\ /n — cr-v /n — a — i\ /n — a\ /n — an 
-^^rr-) = C— ) (a --) (— i — ) '■ (~) (— ) 

praebct 

(n — 3n a A B fn — 4^ «B C , /^n — 5\ a C D /^lzi^\ * ^J? f 

unde reperiuntui' pro G-y-^) ^ ('^"T^T^) ("") * C ' "") ^^^^^ ^*^^ 
niulae 

/ «— ^ N JVPa, / n — r v ^V^A. /T t--3 N ci^A, / n — a x Xl \ ete 

V 5 / laAB' V 4 / aaBC' N 6 / SaCD' \ 6 J ^aDE "^' 

atque etiam istae 

C — 3 \ PaAB /n--4\ (3 g B C xn — .5n ' PotCD^ /^ n — 6 n P^^j^ * 

C o r o 1 1 a r i u m 3, 
390. Tum aequatio 

/ n— 4 \ aPAIJC^ /^ITj^N a^RCD^ / n— G v a,3CDE^ x n — 7 \ apDEF 

^ I ">' p7/V7s'' V 2 / 76^'\rB ' \ 3 / ~d£"AB'' \ 4 / e^Aij" 

1 . /n — 3\ /n — a • — 3\ / n \ /n — • a — 3\ t . 

hinc (-^,) — (--^-3- -) (--) : ( ) pracbct 

V 4 / lapABt' v'6" / aapirCD' V 6 ' / 3apCDE 

atque ex (^ J^) zrz (^3"-^) C=-^'^ : (^T") declucuntur 

P 

defVB 



/nj- 5\ aP7_BCD, /n -- 6x aP^CDE /« — 7\ ^P'^!^'^!! «f/* 

V 3 J — pyeAB"» \ 3 V — ~7d^£AB^ v~T >> — > -- " eic. 



Excmplum 1. 
391. Casus m hac forma / rz ( - ] 

contentos/ ubi n rzi 2, cDolvcre^ ubi esl C^^^^^—V^q^^i)* 
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Manifestura est has formulas omnes vel algebraicc vel per 
anguios expediri , his lamcn regulis utcntes , quia numeri p et cj 
binarium superare non debcnt, unam formulam a circulo pcnJentera 

a, unde njstri casus erunt: 



(0 


2 


sm. - 


2 


0) = 
(0 = 


= 1; 

z a. 


CD- 


- I 

- 2 



Exemplum 2. 



«D»r 



31^2. Casus in hac fonna 1 

]/ ( I — x^)'^—^ 
contenlos^ ubi n ~ 3, evolierey ubi est (■ -^) zz: ^-^- (-^). 

Hic casus principalcs, ad quos caeteri reducuntur, sunt 







> 



quA conccssa erunt reliqui: 

(0=1; (0==i; (f) 

(f) = a; (i)=i- 
(0 = A. 



f 



Excmplum 3. 



3 93. CasHS in hac J 



onna J -^^- 



xP—' d .' 



y (1 — .rV~^ 
contentosy ubi n — 4, evoh^ere, ubi est ( -"^ ) — ^^_-^ (p. 

A circulo pendent hae duae 

(D — — -, = 7171- ^* ^t (i) = -— ^;^ == 7 = P» 

4 sm. - ^ Y ^ » 4 sm. -7- ** 

^ 4 
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practcrea vero una transccndentc singulari opus €8t (f ) zn A^ unde 
reliquae ita detenninantur : 

(Oznl; (i)=z|; (f) = x; (0 = i 

(0 = «;(|)=|;(|) = ,^ 

(a) = A; {^,)=z^ 

aA 



(0 



:p'' 



Exemplum 4. 



6 



3 9 4, Ca$i/^ in hac forma 1 

4ontentos^ ubi n iz: 6, evolvere^ ubi est vH V~Fh^^Y^' 
A circulo pcndent hae duae formulae: 

6 sin. ^ 5 sm. — 

pr&eter quas duas novas transcendcntes assumi oportet 

(0=:A et (|)=i:B, 
per quas omncs sequenti modo determinantur 



(l)= 


= 1; iX)- 


-I- (i\ - 


= j; a) = 

— aJi' \'*J — 


= };(!)={ 


(!) = 


-«; (i)- 


-P; (Or 


= «! </' 


(0 = 


= A; {D- 


^ P; (i) = 


_PP 
~aji 


• 

t 


(0 = 




= B 




1 


(0 = 


- e 




. 





Exemplum 6. 



contentos^ ubi nzizO, evolvere. 
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A circtilo pcndcnt hae tres formulae: 

Y<\: '^ '^ . f^y. '^ '^ \ 3. 

6 sm. ^ «^ 6 sin. -, .> ). j 

u . o ■ 

^jN 'TT TT 

6 sin. ■ . o 

b 

tum vero assumintur h^o diuic transccndonles: 

(f) - A ct (i) - B 
atque pev has omncs sequcnti modo dclerminantur 

— J- (^\ — I. (6\ r 



. (!) = 


= i; (1): 


-j; (9- 


— I . 

— 5, 


{V) 


- (I) = 


= «; (0: 


-^ (J)= 


- 'V. 


il) 


^ (!) = 


= A; (0: 


-^; (t) = 




it) 


• <l) = 


- *"• (M - 


-B; (J)^ 


= y 




(f) = 


= ;"; (0 = 


_ a 'B 






■ ^io = 


« A. 

- p • 









S c h u 1 i o n. 

'39fi. Has dcferminationrs quousqnc Iibucrit, ronfinuarc hcet, 

;in quibus pracci|)uc notari di:bent casus novas transccndcnlium 

spccics introiliiccnlcs; quorum primus occurrit si ii zzi 3 , cstque 

({jizzy.V , ciijus valorcm pcr productum infinitum supra 

/(1— JC^^ 

vidimus csse 

= ?.,.. . — ctc. 
quod cx formula ({), ob /2 ~ 3, ctlam cst 

9 3. 6 6. 3 t7* " i^* '4 

. , • • • •» " * ctc. 

I. I «|. (]|. ^. ^ 10. 10 ,i3. i5 

Deindc cx classc /2 ~ 4 nascitur hacc nova forma transcendens: 

32 
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quac acquilur hulc producto infinito 

1.9 a'. u 9. tu 3. i/|. 17 10 ^ 5. 3 9. 5 i3i 7 .17. 9 

Ex classc 7/ zz: 5 impetramus duas novas formulas transccnflcntca 

VW ^5 7 6 7.3 ' 6. 8* ii."73 • la.";» "^' ^ 

^*^ i/ 6 2. a 7. 7 la. la 17. 17 

V (i — JcJ)3' 

ita ut sit 

(I) : (S) rr :^| . l^l . -'':-'' . ^f-^J ctc. 

^*^ ^-' I. 3 C. o II. i3 iC. 10 

Classis n ~ 6 has duas formulas Iransccndentcs suppeditat:' 

l'(i-«fi)J ,/(, _x6) y(._ 5,3)5 

o /3^ — r «'^ g — / *^* — , r ^y — ^ «/• ^»' 

*• u; — Js — — ;/(,_,«) — »7>/(._-^j) — j/s • 

/(i-«6)» •(■-»)•' 

tftanito ymxx ct 3:zr,r^. Notandum autem cst intcr has ct 
primam j"^ — m 2 f ^^^ — ~ 2 (|) rclationem dari , quao- 

cst 2 Y(f) (l) ~ a(|) (I), ita ut prima admissai^ hio alter»* 
iuificiat»' 



V 



■ ^ ^k~ ^v ^^M^^^^^^H -m ■ ■■' * ' ' 



CALCULI INTEGRALIS 

LIBER PRIOR. 



PARS PRIMA^ 

;MRTf!ODUS INVESTIGANDI FUN"CTIONES UNIUS 

{VARIABILIS EX DATA RELATIONE aUACUNQUK 

DIFFERENTIALIUM PRIMI GRADUS. 

:SE€TIO SECUNDA, 

DE 

flNTEGRATHDNE AEQUATIONUM 
■DIFFERENTIALIUM. 






• ■ 'iL 









•■^-^ ■»*f«»«»m^. 



CAPUT L\ 

DE 

SEPARATIONE VARIABILIUM: 

D c fi n i t i«o.- 

r 

• 5. 397.- 

Ji! aequatione diflrercntiali scparatio Variahilium Ibcum habere di-- 
eitur, cum aequationcm ita in duo raembra dispescere licet, ut iiiJ 
iltroque utiica- tantum variabilis cum suo dlfierentiali insiC 

C o r o H a r i u m 1.- 

39 8. Qyando igitur acquatio difTerentialis ita' est comparata^ 
tX ad hanc formam Xd x :ii,Ydy reduci possit, in qua X functio^ 
flit solius o: et Y solius y^ tum ea aequatio separationem variabilium' 
admittere dicitur. 



i. 



Corollarium 2\- 

399. Quodsi P et X functiones ipsius x tantura, at Q et V 
IVinctiones ipsius y tanlum dcnotcnt, haec aequatio PYdiC~QX3y/ 
separationcm variabillum admittit , nam per XY divisa abii itf 

"— zz: ^Y^, in qua variabiles sunt separatae.- 

G r i 1 a r i u m 3\ 

40 0. fn forma ei go generali ^-^ :zz V, separatio Variabillum^ 
focum habet, si V ejusmodi fuerit functio ipsarum x et y, ut in» 
duos^ factores r-esolvi possit^ quorum alter solam variabilcm x, alier 
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iolam y contmeat. Si enim sit VziiXY, ixjde proJIt acquatip 
•eparata ^zziXd^x:. 

S c h o 1 i o n. 

40 1. Po^ita diffcrcntiar.um ralionc ^^~p, i.n hac scetione 

.^jusmodi rclationcm inlcr x , y ct p cosidci arc inslituimiis , qua p 

aequetur functioni cuirunquc ipsarum .r ct t/. IJic igilur primuqi 

.eum casum contcmpbmur , quo ista funclio in duos Hictorcs rcsol- 

ritur , quorum ahcr cst funotio tantum ipsius -a: ct altcr ipsius y^ 

ita ut acqualio ad lianc n>rmam rcduci possit XOx ~ Y^//, i|i 

qua bimic variabilcs a se inviccm separatae csse dicuni-ur. 'Atque 

in hoc casu formulac simpliccs antc tractatae contincntur , quandil 

Yzz: I, ut sjt dyznXd-rj et j/— /X^;r, .ubi Xoium -ncgptium 

^ad Intcgralionem Xdx rcvoiatur. IJaud majorcm autem habct diQ5|« 

,Cultalem aequatio scparata ^ c) .r zp V r)//, quam perindc ac formtila^ 

,limplicG3 tractarc licct, id quod in scqucntc problcmatje osteu(icm^0» 



P r o b l c m a ' 49. 

403. Acquationem dificrcntialcm , in qua variabilcs ^unt . 
paratac, intcgrarc, scu acquaiioncm intcr ipsas varia.bilcs invcnirc* 

S o 1 u t i jo. 

Acqualio scparationcm variabilium admittciis sempcr ad hanc 
formam Y dy zzZ'Xd x rcducitur; ubi Xdx tanquam didcrentiale 
functionis cujusdam ipsius o^.ctYO?/ tanquam diircrcntialc runciioni* 
cujusdam ipsius y spcctari potcst, cum igiiur dincrcntiilia sint ae* 
. qualia corum intcgr;i!ia quo(]uc acqualia csse , vcl quantitatc con- 
Stante dillerrc ni.'ccsse cst. Inlcgrcntur crgo pcr pracccpta superiorit 
•ectionis seorsim ambac fi>rraulac , scu quaciantur intes^ialia /YofAf 
ct /Xdx y quilnis invcntis crit utique yY ^y —/'Xc)a7 -+- Const. 
qua acquatione rclatio finita intcr quantitatQS x ci y exprimetur. 



CA>UT l. 2t5 

(5 r 1 1 a r i u m i\ 

4*0 T. Quotics crgo' aeqnatio (rfTe •cnliaiis sbpnfationcnr» varia* 
liilium admiilit, totics integralio pcr ra:Icm prncccpla , quae supta 
dc formulis simpllclbus sunt traditn, absulvi poicst. 

G o r o I I a r i u m 2. 

-404. In acquatlonc inrrgrnl! /Tc)// — /X ^.r -f- Const. vcl 
flThbae fuhctioncs yY D// ct />wf)a: sr.nt algcbrnicac, vcl aliera aigc* 
braica, altcra vcro transccndcns, vd ambnc transcendcntcs, sicqiie' 
vclatio iDtcr x ct y vel crit algcbraica, vcl transccndcns. 

■ 

S c b o I i o n. 

405. In Separatione vari:.billum a nonnullis totum fundanicri^^ 
tafa rcsolutionis acquationum dillcrcntialium constitui solet, ita ut* 
cum acquatio proposita scparationcm variabilium non admittil, idonea' , 
Cubstitutio sit invcstiganda , cujns bcncficio novac vnriabilcs intro- 
ductac scparationem patiantur, Totum crgo ncgotium l:uc rcducitufi- 
tl proposita acquationc diflcrcntiali quacunquc, ejusiliodi siibstitutib 
feu novarum variabilium iritroductio doceatur, ut dcinccps scparalio 
Tariabilium locum sit habitura. Optandum utique cssct, ut hujusmodi 
ihcthodus, pro quovis casu idoncam substitutioncm invcnicridi,- aperi- 
tctur; scd nihil omnino certi in hoc ncgotio cst compcrtum, dum* 
pleraeque substilutioilcs , quac adhuc in usu fucrunt , nullis ccrtis'^ 
principiis innituntur. Dcinde autcm varinbiliitm scpnratio non tarf- 
^uaih vcrum fundamcntum omnis intcgrationis spcciari potest, prop- 
tferca quod irt acqUatioriibus diffcrentialibus sccundi altiorisvc gradus 
liullunl usum pracstat; infra autcm aliud principiuin latissime paicns* 
iuiti cxposilurus. In hoc capite inlcrim praccipuas intcgrationes 
dpc scparaiionis variabilium administratas cxponerc opcrac prctium^ 
iHdiaur;' quandbquidcm in hoc ardiio negotio, quam plurimas mctho*'' 
do8 cognosccrc, plurimum intcrest. 
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P r b .1 c m a 5 0.. 

406. Aequationera diflrercntialem Pt^.-r ±z: Q 5//, in qua V et 
Q sint functiones homogcneae ejusdem dimcnsionum numcr. ipsinim 
X et t/ ^ ad scparationcm .variabilium rcduccre; ejusquc integralc 
invenire. 

15 o 1 u t i 0. 

Cum P cl Q sint functioner homogencae ipsaiTim ,t ct y 

rejusdcm dimcnsionujtn numeri, erit functlo homogimea «uHius di- 

.raensionis , quae crgo posito t/ziSu.v abit in funcLionem ipsius k. 

Ponatur igilur yzzLux^ abcatquc in U functioncm ipsius z^, itn 

ut sit ^j/ — U^.r. Sed ob y~ux, fit dy~udx^Tdu^ quft 

substitutione nostra aequaiio induct liano form:im u)x-\-T')uziz^ ^x,^ 

jnter binas variabiles x et «, quae manifcsto sunt scparabilcs. Nai|i 

Kdispositis t^rminis ^x continentibus ad unam parteip, habetur 

•" ^ 

^r^w zz: (U — u) dx^ ideoque -^ — yj^z.'-^ 

quae intcgrata dat Ixzizf-^^ ita ut jam e;t variabili u detec- 
minctur x, undc porro cognoscitur y — ux\ 

C o r o II a r i u ra 1 . 

4 07. Quodsi ergo iniegralc f y^^-^-^ etiam pcr logarithn^os 
cxprlmi possit , ita ut Ix acquctur logariihmo functionis cujuspiam 
ipsius u\ hab^nbilur acquatio algebr.iica intcr x ci u, idcoque pro 
:ii posito valorc -, acqiatio aigcbraica inter x ct j/. 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 



408- Cum sit y zzz ux, crit ly — lu -^- Ix y ideoque cum 
"Sit Ix zzz I S7 , crit 
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^iuibus integralibus in unum reductis , fit lyzzzf^^^-^. Verum 

hic notandum est , non in utniquc integratione pro Ix et ly eon- 
itantem arbitrariam adjiocre licere; statim enim atque alteri integrali 
cst adjccta , simul constans alteri adjicicnda dcfinitur , cum csse 
dcbeat ly zzzlx-^ lu. 

C o r o 1 1 a r i u m 3. 
>t0 9. Cum sit 

y U -^ J U — u JV — u " J V — u » 

ob hoc posterius membrum pcr logarithrnos intcgrabile, crit Ixzzz 

fjr^ ' (U — lO 5 seu Ix (U -~ u) zzzyj^-^— . Pcrinde crgd 

cst, sivc haec formula /y^— sivc /^ __— integretiir. 



-S cli 1 i o n. 

-410. -Quoniam hacc mcihodus ad omrucs arquaiiones homa^ 
geneas patct , ncque ciiam ob irralionalitatem, quac forte in func- 
tionibus P et Q inest, iijnpcditur, imprimis cst aestimanda, plurimum- 
quc aliis methodis antcfcrcnda , quae tantum ad acquationcs nimis 
.8pecialcs sunt accomodatae. Atque hinc etlam discimus omnes ac- 
quationes, quae ope cujusdam substitutionis ad homogeneilatem re- 
Tocari possunt , per candem methodjum tractari possc. Velutl si 

proponatur haec acquatio dz --{- zzdx ziz , statim patet posito 

z zzz- , eam ad hanc homogeneam — -^ ^ '^ zzz: "- ?, seu 

xxdy :zzz dx (xx — ^yy) reduci. Caetcrum non dif.lculter per- 
«picitur, utrum acquatio proposita hujusmodi gubstitulioac ad homo- 
jeneitatem perducl qucat? Plerumque , quotics quidcm ficri potest, 
gufticit has positiones x ZZZ u^ ct y ZZZV^ teniassc, ubi facllc judi- 
cabitur , num ex|)(/n(=-nlcs ?n et n ita assumcrt? liccat , ut ubiquc 
idcm dlmcnsio.iiuiu iramerus prodcat , magis enim complicatis sub- 

33 
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stitutionibus in hoc genere vix locus conceditirr ^ nisi forte qiiadt 
sponte se prodant. Methodum autcm integrandi hic cxpositain *U- 
quot exemplis illustrassc juvabit. 

Excmplum 1. •' 

411. Proposita aequcUione differentiali homogenca acda: 

y^y zii myci x^ ejiis integrale invenire. 

Cum ergo hinc sit v-^nz— -^^^, posito yzZLux fi.1 
— ^ — , ideoque ob Tiy ^HLU^x -^ xlju^ erit 

u^hx-^-xTiu — ^'^''—'^ '^^, hincque 



m > — ai 



X mu — I — tttt i—mtt-htttt' 

3 .r — 117)11 -\- \ 771 du l /;i d u 



seu 
I 

5 



X 1 771 U -|- UU 1 7/2 U -[- UU 

unde integrando 

Ix — — J / (1 ^ jnu-^ uu) — 1 mT ~ — - + Coxist 

■* \ '^ 2 j ^ — mtt-|-tttt ' 

tibi tres casus sunt considerandi y prout /h ^ 2 , vel m <^ 2 , 



m 



1.) Sit 7?i ^ 2, et 1 — jnu-^uu hujusmodi formam habe- 
bit (w — a) (u ~ i), ut fit 77i — a 4- i zz: --±-^, et ob 



a" » a a 

du a du a du 



(u-a)(u— •) 



aa— 1 u — a aa — 1 //— 1 



-, fiet 



u 



a 



- - , (a a -♦- 1 ) 7/ — a 

/o: — — i /(1 — 77iuA^ uu) ' '■ — /. -h- C, seu 

2(aa^l) u — L 

a 

f /^. • V . aa-f-1 au — aa 

/x )/ (1 — 7/IU-4- uu) 4 / . — /c, 

2 (aa — 1 ) au — 1 
ct restituto valore w — |, aequatio integralis crit 

- /, , aa-4-1 ay-^aax 

/j/(a?a? — /nxy + f/T/) rf- — — — -- / . — lc, seu 

2(aa— 1) ay^x 
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JL i/ (xx — mxy + yy) z=z C. 

, ay — ocj 

2.) Slt m<^2 seu m zz: 2 cos. a, erit 

i I — uttco5.a-huii si/i.a ^ §• '•*^ o* , — tt cos. a * 

«nde 

lx]/ii—mu-\-uu) = C— ^-^ Ang. tang. ---„-.' «*" 

Z/(afa:~ma:j/-^yy) zn C — j^ Ang. tang. ^^^^j^^— • 

3.) Sit m := 2, erit f ^j^^ — ri-. hincque 

ia: (1 — u) III C — ^, seu / (a: — t/) — C — - ^- . 

£ xe m p 1 u m 2. 

412. Proposita aequatione differentiali homogenea 

dx (a.x 4- f?j/) — 'dy iyx + 5^/) 
^us integra/e invenire. 

Posito y znitx^ erit mDot^- a:Dw znDa: . V^zJ^-^ ideoque 

do: dniyA-^ii) dit j^u -f. ly ~ i(3) ^- r^ u f^v ^- |-) 

X a -f[Ut — ytt — ^uu a ^h (j3 — y) « — 6a/^ ^ 

unde integrando 

ubi iidem casus, qui ante , sunt considcrandi , prout scilicec deno- 
minator a -f- (.3 — y) it — 5w?/Jvel duos factores habct reales ct 
inaequales, vel aequales, vel imaginarios. 

E X e m p 1 u m 3. 

413. Proposita aequAtione dijferentiali homogenea 
xdx + ydy zzz xdy — ydx 
^fus integrdle invenire. 



* ■ ' 
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Ci!m hinc s\t ^--- — ^^^, posito f/ — ux ^ fit udx 

stdu:iz:-_^dx^ seu xduzzz—^-- o^f:^ unde colligilur — -.-^^— , 

et intcgrando 

/a: — Ang. tang. tt -^ /|/ (1 H- ttM>-f- C, seu' 

{•|V ^ j/ (^:r + yy) = C ^ Ang. tang. J.. 

T E X e m p I u m 4. 

414. Proposila aequattone differentiali homogjerua' 
xxdy X3 (.ra: -^ ciyy) d^ 

e/us inlegrale invenire^ 

Hic crgo cst |-^ — **~J^^^ i et posito yzriux, prodlr 

waa:-^ a-3//=:(l— r/Mu)^x, ideoque •jr-r±iiz^g^ ^^ ft^J^i ^^^ 
^tijoa evolutioni' non opus est immorari.' 

Exemplum 6^.- 

415. Proposila dequatione differentiali honiogen^iB^ 
xdy -^ ydx — ^xyixx-]ryyy 

ejus integrale invenire. 

Erit ergo |^ = =^ , undc posito y znux , fir 

M^ar-f-a;^// — [w-j-}/(l '+-uu)'\dx ^ seu :?• 6)/^iz:^a: j/(l ~f-/fru); 
ita ut sit -^ — YXr^inry ^HJ"S integi-ale est 



« 1 it« •. ■ flx 



seu Ix zzz la A" l ^ry — -- — p- — , unde colligitur xziz:-y, — -r — r" — ^v 

' v(xx-4-^^) — y^ o Y^xx-i-yy) — jr ' 

seu y (XX -4- t/y) nz a -|r- y, hincque xx — aa -f^ ::Jay. 

S c h 11 o n. 

416. Huc etiartl functiones transccnderites riumcrar'i possunt, 
Biodo afficiant functiones nuUius dimensionis ipsarum x et y, quia 
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posito y-n: f^.r slmul in functioncs" ipsius u abeunt. Ita si in ae- 
quatione l^J.riizQ^y, praeterquam cjuod P ct Q sunt functiones 
horaogcncae ejusdera diraensiontim numeri, insint hujusraodi formulac 

jVj2±±yy). ey-'^; Ang.sin.-^, , " -,; cos.!L*; ctc. 

niethodus cxposita pari succcssu adhiberi potcst, quia posito yzZLUo^i: 
ratio ^ , aequatur functioni solius novae variabilis u^ 

Problcma 51. 
417. Aequationem differcntialem primi ordinis* 

dx (a-^^x-^yy) — dy (S+ca? 4- ^'y)* 
td scparationem variabilium revocarc et integrare. 

S o 1 u ti o:- 

Ponatur a H- P rr 4- y y = i et 5 --H ^^ -+" ^y — ^9 ^' *•* 
^xzii: udy* At inde colligimus 

fiincque dx :dy zzi ^dt — ydu: |3^u-^6^£, unde nanciscimm* 
hanc aequationcm 

^tdt -^ ytdu zn (^udu ^^ eud^j seu 
dt (^t ^ eu) =1 du ({iu -^ y t) , 

quiac ciim sit homogenea et cum exetnpio J. 412. conveniat, intc- 
gratio Jain est expcdita. 

Verum tamcn casus cxistit, quo haec rc^ductio ad horaogcnci:*- 
fem locum non habet , cum fuerit ^^ — ye — , qlioniam iiim 
introductio novarum variabilium t et u tollitur. Hic ergo casus 
peculiarem requirit solutioncm , quae ita instituatuv; quoniam tum' 
Mquatio propo^ita ejUsmodi formara cst habitura 
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ponaraus ^x^ytj—z, cnt ^^z=^_^^--. At dy =: ^ , 

crgo ^~ ^ m J^^-^ ■ 3 X , ubi variabiles manlfcsto sunt sepa- 

rabiles, fit cnim d x ~ ——^?t^;^t^} — -^r-i cujus imegratio lo- 
garithmos involvit, nisi sit y -}- n ^'j zz: ^ quo casu algebraicc dat 

Corollarium .1. 

418. Acquatio crgo diflcicntialis primi ordinis, uti vocatur, 
in gcncrc ad homogoneitatcm rcduci ncquil , scd casus , quibuj 
^^ nz y e^ indc cxcipi debcnt, qui etiam ad acquationcm fieparatara 
omnino divcrsara dcducunt, 

C o r o II a r i u m 2. 

419. Si in his casibus exccptis sit 72 izz , scu hacc pro- 
posita sit aequatio dy — dxCcL^^x-^yt/)^ posito ^jX^yyzizz^ 

ob 5 zn 1 , haec oritur acquatio doc zn ^ , o^ . ^ % cujus inti- 
grale est 

^,^ 7 P-f-^7-4 yz y (3-4-«7"hP7 3c- h7 7:y -.^,. 

y ~c «_ t — t — — , ocu 

j3 + V (a + po: + y 7/) = C e-V^ 

P r b I c m a 5 2. 

42 0. Proposita aequationc differcntiali hujusmodi : 
dy -^-Vydx zizOdx 

m 

in qua P et Q sint functioncs quaccunque ipsius .r, altera aiitcm 
Tariabilis y cum suo differentiali nusquam plus una habcat dimen* 
sionem, eam ad scparationem variabilium pcrduccre et integrarc* 

S 1 u t i o. 

Quaeratur ejusmodi functio ipsius x , quae sit X, ut facta 
substitutione t/zzXu aequatio prodeat separabilis : Tum autcni 
oritur «^ 
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Xdu-^udX ~Qdx 

-\-PXudx 

quam aequationem scparatu)nrm ad.iiiitcre cvidcns est , si fuerlt 

3X -}- PX Da: ~ , seu -^- zz: — PD.r , undti inlcgratio dat 

/X iiz. — f^^d^ ^^ Xzzic JP^*; hac ergo pro X sumta func- 
Uonc , aeq.»rrtio nostra transformata crit XjaiziQO.r, seu dnzzi 

^^'me^^^^ Qdx^ unde cum P ct Q sunt functioncs ditao ipsius 

ar, erit m in/^tf-^^ * Q<).r zn '^. Quocirca acquationis propositac 
intcgrale est y zz e~J Pdxy^^jv ^^ O^x. 

C o r o 1 1 a r i u m 1 . 

42 L. Resolutio' ergo bujus ncqu.ilionis dy -^ P ydx ziz Qf)x 
dapliccm requirit integrationcai , aUcjam formulac /PO.r , altcram 
fbrmulae fe^^^^ Qdx. Suilicit autcm in postcriori constantem ar- 
bitrariam adjecisse , cum valor ipsius y plus una non recipiat. 
Etiamsi cnim in priori loco fPdx scribatur fVdx-^ C , foniiula 
pro y manct eadcm. 

C o r 1 1 a r i u m 2. 

422, Dum ergo formula PD.r integratur, sufficlt ejus inte- 
gralc particularc sumi. ideoquc constanti ingrcdicnti ejusmodi valo- 
rera ti'ibui convenit, ut integralis forma fiat simplicissima. 

S c h 1 i o n. 

423. En ergo aliud aequationum genus non minus late pa» 
tcns quam praecedens homogenearum, quod ad scparationem varia- 
bilium perduci, hocque modo intcgrari potcst. Inde autem in Analvsin 
maxima utilitas redundat , cum hic Jitterac P et Q functiones quas- 
cunque ipsius x denotent. 11 oc crgo modo manifestum est, tractari 
posse hanc aequationem Rdy -i^Vydx :zz,Qdxy si etiam Jl func- 



iV 
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tionem quamcunque ipsius x denotet , facta enim divisione per 11 
fprnia proposita prodit, modo loco P et Q scribatur -=: et ^, itfL 

iit intpcrrflle fQturum slt 



,ut integrale futurum sit 



Pdx 



y — e ^ R 



/eJ R 
" R 



Ad hujus problematis illustratione^i qu^edam exeippla adjiciaiim^. 

.Exemplum r^» 

424. ProposUa aequatione diJjferentiqU 

dy -y^^ydx^zzax^dpc 
* ^is integrfile , pnvemrc. 

Cum hic «it P Ij-: 1 et Q — ax^^ -erit /Pdxzii r , et #t- 
,4Mtio;integralis £et 

S/^z^ze—^^/e^co^dx, 

quae si n sit numerus intc^er positirus, evadet 

y — e~*[c'(.z'' — na'^--'4-//(n-— I)x'*-^^etc.)-+-C] C$ 3-230 

qua cvoluta prodit 

Kndc pro simplicioribus valoribus ipsius n , 

61 n n 0, erit y — C <?"** -h- 1 ; 

si nzz i^ crit y z: Ce^^ -+- o; — 1 ; 

si //=:2, erit y i: Ce~* -i- o:^— 2a; -4- 2. 1 ; 

si n - 3, crit «/ - C e""* -H ^-^ — 3 x* rf- 3. 2 o: — 3. -2. t ; 

etc. 

Corollarium 1. 

4 25. Si ergo constans C sumatur ;m . habcbkur i«tegra!c 
parlicuiarc 
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r 

quod ergo est algebraicum , dummodo n sit numcras integer posU 

tlTUS. 

Corollarium 2. 

■ 

426. Si integrale ita deterrainari dcbeat, ut posito o: zn 0, 
valor ipsius y evanescat , constans C aequalis sumi debet ultimo 
tcrmino constanti signo mutato, unde id sempcr erit transcendens. 

Exemplum 2. 

427. Proposita aeqiiatione differentiali (1 — xx)dy -\- 
xy^x zzz adx ejus .integrale invenire. 

Aequatio ista per 1 — xx dlvisa ad hanc formam reducitur 
dy + ^^^iz:-^^, ita ut sit P =z — ^ ; Ozz:— ^; hinc 

^'•l— XX I — XX ' 1 — XX'"^ I — xx' 

J^?dx =1 — l]/(l — XX) j et g/Pax — ^ . ^^ V , ex quo inte- 

grale reperitur : 

, r adx f ax ,^\/ 

(l — a:x) 

quocirca integrale quaesitum erit 

y — ax -f- C ]/ (1 — xx) 

quod si ita detcrminari dcbeat , ut posito o; zz: cvancscat, snmi 
oportct C zz: 0, eritquc yzzzax. 

Exemplum 3. 

^2S. Proposita aequatione dijferentiali ^ !/ "+" 7-?7Z|lVx) 
zizadx^ ejus inlcgrale invcnire. 

Cum hic slt P — yrr;zfTx) ^^ Q — "» ciit 

f?dx —nlix-{- y (1 -\- xa)] et 

34 
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nnde integrale quaesitum erit 

y — [}/ (1 -+- 3CX) — x^^fadx [x + }/ (1 H- xxyw 

ad quod evolvcndum ponatur a7-}-)/(l '^ xx) HZ u , ct flct 
fl? IZI » hmc oxzzz — i^-^-- — ^, erro 



s tt ' auu 



jjti—i yn 



/u^ dx — -^ h 



2 (n — 1) 2 (71^- 1) 
Nunc quia [}/(l -f- xx) — xY' — u""^, erit 

aur^^ au 

^ 2 (ji — I) ^ 2 (/i+ 1) 

y^zziQiyii+xx) — x]^ + ^-^^j [/ (1 + :r a:) — a:l 

quae expressio ad hanc formam reducitur 

y = C [/(1 +xa:) — xf-h^-^^/d +0:*)— ^l-^, 

8i integrale ita determinari debeat , ut posito ar ~ fiat y izil ^ 
6umi oportet C zn — 



n a 



un — i 



Problema 53. 

42 9. Proposita aequatione differentiali 

'dy ^- Vydx — Otf-^' dx, 

.ubi P et Q denotcnt funcliones quascunque ipsius or, cam ad sc- 
parationem variabilium rcducere et integrare, 

S o I u ti o. 

Haec aequatio posito — izi z statim ad formam modo trac- 
tatam reducitur, nam ob -^ — — — |, aequatio nostra per y divi«a, 
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•cilicet ^ ^Vdx = Qy*dXi statira abit in — — -4- P9ar 
r± ^^> «eu ^2 — wPzdxzn — nQDa?, cujus integrale est 



a = — C-^^^^/c-^-^P^^/iQDx, ideoque 
1 



y- 



^gnJPdxyg-nJPdx q^^^ 



Tractari autem potest ut praecedens , quaerendo hujusmodi 
functionem X , ut facta subslitutione y =: X u prodcat aequatio se> 
parabilis: prodit autem 

Xaw 4- udX -f- PXuaa: = X''^-' u»-»-' Qdx. 
Fiat ergo 5X + PX3a:=0, seu Xz=:e--f^^*, eritque 



ct integrando 

1 



n uP- 



y^-n/PdxQ3^^ 



Jam quia uzii^nze-^^^*^, habebitur ut ante 



1 
»<n 



S c h o l i o n. 

43 0. Hic ergo casus a praecedcnte non differre cst ccn- 
scndus, ita ut hic nihil novi sit praestitura. Atque haec duo genera 
sunt fere sola, quae quidem aliqumto hitius pateant, in quibus se* 
paratio variabilium obtineri queat. Caeteri casus, qui ope c;ijusdam 
substitutionis ad variabilium separationcm praeparari possunt, plerum- 
que sunt nimis specialcs , quam ut insignis usus inde expectari 
possit. Interim tamen aliquot casus prae caeteris hic exponamu9. 
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Problema b4. 
431. Proposita hac aequatione diffcrentiali 

aydx -j- (Ixdt/ -^ x^ 1/"^ (yt/dx -(- ^xdy) zz: 0, 
cam ad scparaiionem variabilium reducere, ct integrare^ 

S o 1 u t i o, 
Tota aequatione pcr xy divisiv, nanciscimtrr hanc fonnam: 

unde statim has substitutiones x^ y^ zzz t et x'^ y^ zzi u insigni usu 
non csse carituras colligimus: indc enim fit 

ad X I p^ y dj^ y.d x |^ ?L^^ ^ * 

* * y t X "• y u ' 

hincque aequatio nostra - -^x^ y^ .-^ zzz 0. At ex substilutione 
sequitur 

^aJ~p7 — l^ u"'^, et y^^-?y — z/* /"^'^, idcoque 

X ~ t u > et f/ nz £ « ; 

quibus substitutis fit 

S m — yn an — pm 
dt , a ^ - P 7 a 5^P'7 a u ^ . , 

-r — h £ i/ ^ ~ 0, idcoque 

^M—^^m . an — Pm . 

a^~p7 ^ ^, . ST3:p7— ^ 

cujus acquationis intcgrale est 

7 71 -- 5* m nn — (3 m 

a^ — p7 a 6' — 3 7 

t U 

= C. 



ry 71— 5iii au — [j/n 

Ubi tantum superest ut restituantur valores tzzi.x^y^ ct uzmuyy^. 
Caeterum notetur , si fuerit vel yn — 5 m zn vel 11 — j3 mzn. 0, 
loco illorum membrorum vel /i vel lu scribi debere. 
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S c h o 1 i o n. 

432. Ad aequatiorrem propositam ducit quacstio , qua ejus- 
modi relatio inter variabiles x ct tj quaeritur, ut fiat 

/ydx zz: axy -{- bx'^^^ y^^^ ; 

ad hanc enira resolvendam diflerentiaJia sumi debent, quo prodit 

ydxziaxdy-k^aydx'^ bx^^y^^lQn -h l)ydx i.(/z \-i)xdy]y 

qua aequatione cum nostra forma comparata, cst 

ana — 1, |3 z: a, y z: (m ^ O 6, et 5 z: (n -h 1) b; ergo 

a5— ^Y = ('2 — '^O ab~(n -^- 1) b 

an — [3 tn z:(ri — /n) a — /i, et 'y ?i ~ ^mzz (/z — • m) b , 

unde aequatio intcgralis fit manifesta. 

Problema 55. 

43 3.. Proposita hac aequatione diflerentlali 
ydy H- dy (a -f- bx -f- nxx) zzr ydx (c -f- nx) , 
cam ad separationent variahilium reducerc, et intcgrarc. 

S o 1 u t i o. 

Cum hinc sit ^ zn , . ' V. , ^_/^ ^ , tcntetm- hacc subsiituiio 

^—7- — f~ zzi u , seu y ~ -^ — ■ , licrKiue ci«*bet 

c)i/ zzi udx^ seu 

djK u^x r)x(g -f-n X — «) ^ 

at ex logarithmis colligitur 

dy du dx{h-\-ar,x) nf)x -h d u ^x(c.-^^x—u) 

y u • a -i- 6 X -i- u x x c -J- .t x — u u - j- ^ ^ -*- /; .c x ' 

quae conirahitur in 

du(c -I- n x^. — nud X r^ x(o — h — nx — u) 

N-- — . --- — i- seu 

u (c -f- n X — u) ii -f- ^ X -r- u x x ' 

c) u ( c -H u x) dx{n a-^ cc — hc -^ (b — a c) « -^ u u) 

u{c-\-nx — k) ' [c-i- ax — uj^a-i-ox-i-nxx) ' 



1= 
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quae per c-\-nx -— u raultiplicata manifesto est. separabilis, pro- 
ditque 

dx , du 

(a H-6xH-nxx) (e -^ nx) u (na-i-cc — bc^{b — 2 c) « -4- 11 11) ^ 

cujus crgo intcgratio per logarithmos et angulos absolvi potest. 
Casu autem hic vix praevidendo evenit , ut haec substitutio ad 
Totum successerit, neque hoc problema magnopere juvabit. 

Problema 5 6. 
43 4. Propositam hanc aequationepi diflrerentlalem 

ad separationem variabilium reducere, et integrare. 

S 1 u t i 0. 

Ob irrationalitatem duplicem vix ullo modo patet , cujusmocfi 
«ubstitutione uti conveniat. Ejusmodi certe quaeri convcnit , qua 
eidem signo radicali non ambac variabiles simul implicentur. Ad 

hunc scopum commoda videtur haec substitutio y nz 7 -y- — 9 qua 

/;-. ^, u(\-{-XX) . , (\ -^-X X) (\ -\r-uu) ^ -\ 

fit y~x— .VTu -» ^-\-yy^ ^ (■•+-!c«r * «t a^ — 

dx(i-f-wTi) — riu(\-\-xx) X !.• 1 M • 

— ^ . ■ ^^ \ a — -' atque his valoribus in nosira aequationc 

substitutis, prodit 

— - u 5 07 ( 1 -4- « m) -f- u 5 u ( I -f- rc .r) zz: 7i 9 .r ( 1 -I- rm) ]/( I -f- z/ ii) , 

quae manifesto separationera variabilium adraittit: colligitur scilicet 

d X ud u ^ 

i-f-xx (i -H u u; [?i ■/ (i-t-utt)-i-i«] ' 

quae aequatio posito i -^- uu zzi tly concinnior reddltur 
_dx rVf 

1 -H X X t[nt-\-V {tt — 1)] > 

ct ope positionis t ziz -—-— sublata irratlonalitatc , 

B X 2 r) y r r — j j J ^ 2 ^ j » n 3 f 

1-f-xx (i -h^>J U -t- 1 -t-{^ — 0^^3 i-i-ss n-|-i-f-(ii — i)ff' 

cujus integratio nuUa amplius laborat difficultate. 
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Sc h o I i o n. 

435. Tn hoc casu praecipue substitutio y — -^—^^ notari* 
meretur, qua duplex irrationalitas tollitur : undc operae prctium erit 
Tidere, quid hac substitutione generaliori praestari possit y — 4^^-^; 
tnde autcm fit 

<*y (i-t-(^Xtt)« ' 

ac jam facilc perspicitur , in cujusmodi aequationibus haec substi^ 
tulio usum aflferrc possit; cjus scilieet benefioio haec duplex irratio- 

nalitas ' y (^JTfg ^l) rcducitur ad hanc simpliccm , Vfi xu > quam 
porro facile rationalcm reddcre licct. Atque liic ferc sunt casus, 
in quibus reductio ad scparabilitatem locum invcnit , quibus probe 
perpensis, aditus facilc patebit ad rcliquos casus, qui quidem etiam- 
num sunt tractati ; unicam vero adhuc investigationem apponam 
circa casus , quibus haec aequatio dx + yi/dx zz ax'^ dx sepa- 
rationem variabilium admittit, quandoquidem ad hujusmodi aequatio- 
nes frequentcr pervenitur , atquc haec ipsa aequatio olim inter 
Geometras omni studio est agitata. 

Problcma 5 7. 

436. Pro aequatione dy -A-yydx zz: ax^ dx valorcs cx- 
ponentis m definire, quibus cam ad separationcm variabilium i*educere 
Ucet. 

S I u t i o. 

Primo haec aequatio sponte est separabilis casu m nz , tum 

enim ob 9f/z=i Da:(a — yy\ fit dx zzz —"^. Omnis ergo inve- 

stigatio in hoc versatur , ut ope substitutionum alii casns ad hunc 
reducantur. 
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h 



Ponamus yzzz-^ et fit — 65s -4- 6^9^ r— aa?*^zz9:r, qua^ 
forraa ut propositae sirailis evadat , statuatur x'"+' izi t ^ ut «il 



m 



««aa: — — ^, et aa: = ^'" ' ^^ 

7/1-1-1 ^ 

— m 

* m -H I mH- I 



quae sumto h — — ^ , ad similitudinem propositae propius accedit^ 

— m 

ut sit ^s-f-ss^f — — —T^V^^^^Tit. Si ergo haec essct scpa- 

(m— H 

rabilis, ipsa proposita ista substitutione separabilis fieret et vicissiin; 
unde concludimis, si aequatio proposita separationem admittat casu 

mzzzrij eam quoquc esse admissuiram casu mzzz — ST-iTj* Hinc 
autem ex casu in zz: alius non repertur. 



« 



Ponamus y ziz - — • — , ut sit 



^ . ^ . :\ d X az d X , z zd X 

undc prodit 

d Z , ZZrix m ^ 

sit nunc ^ =: ~ ct fit dz -h ^^d^ — ^^l ^~''^ dt^ qune cum pro, 
positac sit similis , discirj us , si separalio sncccdal casu w zzz n ^ 
eliam succcdcre casu rn ziz — ii — 4. 

Ex uno ergo casu m zzz n conscquimur duos , scilicct m zzi 
- et rn zzi ~ n — A. Cum ic^itur constet casus in zzz . 



hinc formulae alterudtim adhibitae piacbcnl scquenlcs 
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mzn — 4 ; m ±z"' — |; m =r ~ | ; • m zr '^ f; 



• • « «M , . ^ 



. Jn ,1« i6 

m — — T' ^ — "~v? ^^^"^^J ^te# 



qui casus omnes in^hac formula m izi --^,|:^ contiiientur. 



» I 



a 2 -I- -2 ' • -» 



Corollarium i. 

437. Quodsi ergo fuerit vel 'mnz — '^ " vel mb±:— — , 

aequatio ^y -^yy^^JC -ziiax^^^x per aliquot substitutioncis repetitas 
tandem ad formaip 9 w + i^z<9t;zz:c3i;, cujus ^eparatlo • et inte- 
gratio constat, reduci potest. ' ' 

Corollarium 2. 

438. Scilicet si fiierit m zi: ~^^ ^ aequatio 

dy-\- yyd^z^^^^^dx 

per substitutiones a:zz:r^"^' et yzzr.f — ^-— • reducitur ad ofasQc 

3z -|- zs 9/ zz: ^^^, )-i i^ 3^, ubi /i z= fjzzr; ^ <i^^ casus uno ^radu 
inferior «st censendus. 

Corollarium3. 

439. Sin autem fuerit mz::~^, aequatio 

pcr has substitutlones o: — r ^t ^zz:- — ^ ^txx yZDt '^ ttZf 

* * ^' X 5C 3C •' 

reducitur ad hanc dz-\-^zzdt zzzat^dt^ in qua cst 
^— —40 — — —4(1 — 

^ al— I a(/— i)4-i' 

qui :ca8us denuo uno gradu inferior Qst. . : 

Cor o 11 ar i u m 4. 

440. Omnes ergo casus separabiles hoc modo inventi, pro 
exponente m dant numerps ^ negativos intra ' limitto ct |«^4 

35 
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eontentos , ttc b\ t sit nnmerus infkiitus , prodit ca«ns m m — — 2 , 
qui autem pcr se constat, eum acquatio dy ^yydx zzz- — -^ 

posito yzn-n fiat bomogenea» 



Scbelion f 



44t. Aeqaatio haec dy-^yydx^izzax^dx vocari solct 
Riccatiana ab Auctore Comite Riccati , qui primus casus separabi* 
les proposuit. Ilic quidem eam m rorma stmplicissima exhibufy 
cum co haec 3y + At/yi'*'^)^ zi: Bf^ ^^ , ponendo kt^dt-zizdx 
et Ai'*"+' " — (jUL +.1) Xy statim reducatur. Caeterum elsi binae 
substitutiones , quibus hic sum usus ,. sunt simplicisslmae y tamen 
nagis compositis adhibendis nulli alii casus scparabiles deteguntur: 
ex quo hoc omnino mcmorabite est visum, hanc aequationem 
rarissime separationem admittere, tametsi numerus casuum, quibus 
boc praestari queat^ revera sit Iniinitus. Caeterum haec mveati* 
gatio ab exponente ad simplicem coeiBcientem traduci potest; poaito 



^m yzrzx^ z, prodlt dz-^ ^^ * -f- ^^ zzdx^rzax^ ^x^ nbi 



m tn m 

m a3 x 

ax 

ti fiat Jdx = dt, et 0:"=^^'/, erit ^ = ^^^^^^ 
hineque 

quae ergo acquatio, quoties fuerit — ^p-^rz:^2£, seu numems 

paTi tam positivus, quam negatlvus, separabilis reddi potest^ it& ut 
liaec aequatio 

^z±*^^^-i-zzdfz=ade 

■emper sit intcgrabilis. Si praeterea ponatur z ~ u •-»- - ^ * ^ ■ , 
^Uur 



tl pro €a«ibui leparabiUtatis m =: ^^' , habebitor 
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du ^uudt=: adt + ^^^. 

nberiorem autem hujus aequationls evolutionem, qnandoquidem est 
maximi momenti^ in sequentibus docebo; ubi integratione aequatio- 
num differentialium per series infinitas sum acturus , hinc enim 
fiicilius casus separabiles eruenms ^ simulque inte^ralia assignarc 
poterimua. 

* ^ 

S ch o li o n 2« 

442. Ampliora praecepta circa separatlonem yariabilium ^ 
<)uae quidcm usum sint habitura ^ vix tradi posse videntur , unde 
intelligitur in paucissimis aequationibus difTerentialibus hanc metho* 
dum adhiberi posse. Progrediar igitur ad aliud principium expli* 
candum, unde integratioues haurire liceat, quod multo latius patet- 
dum etiam ad aequatlones diflTerentiales ahiorum graduum accomrao- 
dari potest , ita ut in eo verus ac naturalis fons omnium integratio- 
num contineri videatur. Istud autcm principium * in hoc consistit f 
<)uod proposita quacunque aequatione difFerentiali inter duas varia^ 
biles, semper detitr functio quaedam, per quam aequatlo multiplicata 
£at integrabili&i Aequationis scilicet omnia membra ad eandem 
partem disponi oportet, ut talem formam obtineat P3a:-4-Q3yizlO; 
%c tum dico sempcr dari functionem quandam variabilium x et y^ 
jputa V, ut facta multiplicatione, forinula YPdx ^YQdy integra* 
biiis existat, seu ut verum ^it differentiale ex diJfferentiatione cujut-» 
4piam functionis binarum variabilium x ct y natum. Quodsi enmi 
Jhaec . functio ponatur — S, ut sit 3S — YPdx ■+• VQ3y , quia 
cst Pdo: -f- Q3y zz , erit etiam dS — , ideoque S zzz ConsU 
quae ergo aequatio erit integrale idque completum aequationis difr 
ferentialis Pda; + Qd^=0. Totum ergo negotium ad inTeatioiiBni 
iUiua mumplicatoris Y redit. 



, -? 



I 



CAPUT n. 

DE 

INTEGRATIONE AEaUATIONUM OPE 

MULTIPLICATORUM. 

Pr. oblema5 8. 
443. 

X ropositam aequationem differeutialem examinare, utrum per se sit 
integrabilia nec ne? 

« 

S o t u 1 1 o.. 

Dispositia omnibus aequationis terminis ad eanJem partem 
signi aequalitatis, ut hujusmodi habeatur forma PDar-|- Q^y zzi 0, 
aequatio per se erit integrabilis, si formula P^^H— Q^y fuerit 
verum differentiale functionis cujuspiam binarum variabilium ac et y. 
Hoe autem evenit^ uti in calculo differentiali ostendimus, si differen* 
tiale ipsius P, sumta sola t/ variabili, ad d^ eandem habeat ratio- 
iiem, ac differentialc ipsius Q, sumta sola x variabili, ad dxz seu 
adhibito signandi modo, quo in Calculo differentiali sumus usi, si 

i^ievit (ay) — (j~i)* Nam si Z sit ea funciio, cujus diflferentiale 
e«t.Pdjf-HQc)y, erit hoc signandi modo P — (||) et Q=(|^: 
hii^ ergo sequimr 0z:^Q^i^) et (^^(^^, At L 

(^!~fy) = (ayh) * «nde coiligitur (||) — (|5). Quare propo- 
sita acquatione differentiali Pda?-f- Q^y ~ , utiatm ea per se 
sit Intcgrabills ncc nc? hoc modo dignoscetur: Quaerantur per 
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diirerenti^itioricin vafores (|-^ et (^^), q^i s^ fuerint inter se ae* 

quales , aeqjiatio pe^r se erit integrabilis; sin autem hi valores smt 
ioaequales, aequatio non erit per se integrabilis. 

CoroIIariTim i^ 



444« Omnes ergo aequationes differentiales, in quibus varia- 
biles.sunt a se inricem separatae, per se sunt integrabiles : habe- 
bunt enim hujusmodi formam X^or + Y^j/zi: 0, ut X sit functio 
solins or et Y solius y^ eritque propterea 



9Xx ^ ., /av 



0=» etCS)^» 



Corollariura 2. 



ea 



445- Vicissim igitur, si proposita aequatione differentiali 

.. -H (Xdy =n , fuerit (||> — et (|f ) — 0, yariabile» in 

erunt separatae; littera enim P erit functio tantum ipsius o: et Q 
tantum ipsius y. Unde aequationes separatae quasi primum genus 
aequationum per se integrabilium constituimt. 

Corollarium 3. 

446» Evidens autem est, fieri posse, ut sit (|^) — (d^)t 

ctiamsL neuter horum valorum sit nihilo aequalis. Dantur ergo 

aequationes per se integrabiles , licet variabiles in iis non sint se* 
paratae» 

S c h o I i o m 

447- Criteriura hoc, quo aequationes per se integrabilesf 
sgnoscimus, maximi est momenti in hac, quam tradere suscipimusi 
metbodo integrandi. Quodsi enim aequatio deprehendatur per s^ 
intcgrabilis, ejus integrale per praecepta jam exposita inveniri poT 
tcst; sin autem aequatio non fuerit per se integrabilis, semper dabi- 



•:* . -T^- 
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tur quantkw, per quam si ea multiplicetiirt fiat pej: $e integrabins^ 
uiide totum negotium eo revocabitur , ut proposita aequatione qua* 
eunque per se non inle^rabili, Jnvehiatur multiplicator idoneus, qiu 
eam reddat per ^e ihtegrabilqjn; qui si semper Tnvenlri posset, nihlt 
amplius in hac methodo integt-andi esset <desiderandum. Verum^ 
haec investigatio raiyssime succedit, ac vix adhuc latius patet, quam ^ 
«d eas aequationcs, quas ope separationis variabrlium jam ^ractan 
docuimus; interim tamen non dubito hanc methodum praecedenl 
longe praeferi^e , cum nd naturam aequationum tnagis videatur 
commodata, atque etiam ad aequationes diffei^ntiales altiorum gra^i» 
;duum pateat, in quibus separatio v.ariabUium nullius est Aisus. « 

Problema .&i). 

448. Aequationis diflerentialis, quaiu per se integrabiiem esse 
constat, integrale invenire^ 

S o 1 u t i o. 

Sit aequatio differentialis P^a: H- Q3y m 0., in qua cura sit 

^^)~(^), erit P3a:-f-Qdy difFerentiale cujuspiara functionis 

binarum variabilium x et j/, quae sit Z, ut sit dZzzzPdx-^-Qdy. 
Cvm ergo habeamus hanc aequationem dZ ~ , erit integralc 
quaesitum Z ~ C« Totum negotium ergo huc redit, ut ista functio 
Z eruatur, quod cum spiamus esse 3Z — Pda:-f-Qdt/ haud diffi- 
culter praestabitur. Nam quia sumta tantum x variabili, et altera 
jy ut constante spectata , est ^ZzziPda:, haberaus hic formulara 
tdlfierentialiem simplicem unicam vai^iabilem x involventem, quae per 
j)raie,cepta superioris sectionis integrata dabit Z nzyPda: -f- Const. 
ubi a.utem notandum est, ia hac constante quantitat^m hic pro con* 
•tanti habitam y utcunque incsse posse; unde ^jus loco scribatur 
Y, ut sit ZzzzyPdx ^Y. Deinde simiU modo x pro constante 
iabeatur, spectata sola y ut yariabili, et cum ^t dZzizQd^, eric 
^uoque £ zz: /*Q dy -4- Coast, xjuae constans autem ^uaatitatem x 
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Jrct, ita ul sit functio Jpflius ^, qua p^sita X, erit Zr:y*Q3y-^-XT. 
inquam autetn neque hic functfo X neque ibl funclio Y detenni^ 
ir , tamen quia e^se debet f?dx -|- V ini/Qdy -^- X , hinc 
ique determinabitur. Cum enim* sit /?dx — /QdyiiiiX — Y, 
z quantitas /?dx — /Qdy semper in ejusmodi binas partei»^ 
inguctur , quarum altera est functio ipslus x tantum , ct altera 
113 y. tantum, unde valores X et Y sponte cognoscuntur. 

C orori ar i^u m !► 

449. Cum sit Q — (^v-), duplici integratione ne opus qui- 

i est. Invento enim integrali /Pdx^ id itexnim differentietur, 
ta sola y variabili , prodeatque Vd^^ unde necesse est fiat 
/ -f- 3 Y — Qdyr ideoque 

dY = Qdy--Ydy=:(Q^T>dy. 

Corollarium 2f, 

440. Aequationum ergo per se integrabilium Tdx-^Qdyizff 
grMio ita perficietur. Quaeratur integrale /Pdx spectata y 
{tante, idque rursus dlfTerentietur spectata sola^ y yariabili, uncte 
leat Ydy: tum Q — V erit functio ipsius y tantum; unde quae* 
r Y zzi/ (Q — V) dfff eritque aequatitf integralis fPdx^Yziz 






CoroMarium ^* 

451* Yel quaeratur /Qdy spectata x constante^ qnod ihte* 
e mrsus differentietur sumta x variabili, y iiutem cotfstantc^ 
s prodeat Udo:: tum certe erit F-«-W functio IpsiuS^ tantum; 
^ quaeratur Xzn/CP •— U) d;c7| eritque acquatio intcgralis quae» 
/il^y -f- X = Constr 



I 
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Corollarium A. 

452. Ex rci natura patet, perinde csse iitra yia procedator, 
xiecesse enim est ad eandem aequationem integratem peryeniri, si 
quidem aequatio differentialis proposita per se fuerit integrabilis. 
Tum autem certe eveniet, ut priori casu Q — V sh functio sotitis 
y, posteriori autem P — U functio solius x. 

S c h' l i o n. 

463. Haec methodus integrandi etiam tentari posset, ante* 
quam exploratum esset, num aequatio integrabilis existat; si enim 
vel in modo CoroUarli 2. eveniret, ut Q — V esset functio ipsius 
y tantum, vel in modo Corollarii 3. ut P — U esset functio ipsius 
X tantum, hoc ipsum indicio foret, aequationem esse per se integra- 
bilem. Yerum tamen praestat ante omnia scrutari, an aequatio 

integrabilis sit per se nec ne; seu an sit (^-)zz:(— )? quoniam 

hoc cxamen sola difFerentiatione absolvitur. Exempla igitur aliquot 

aequationum per se integrabilium afTeramus, quo non solum metho* 

4lus integrandl , sed etiam insignes illae proprietates , quas comme- 
moravimus, clarius intelligantur. 

Exemplum 1. 

4 64. jiequationem per se integrdbilem 

9a?(aa: + (3t/ + 7)4-3y ((3a + 5y + — 0, 
integrare. 

Cum hic sit 

4 

P = aa; 4- j3^-|-Y et Q r= f3a; 4- 5y ^- e, crit 

O = (3 ct 0'.) = ft 

qua acqualitato integrnbilitas per sc confirmatur. Quaeratur ergo 
pcr CorolUrium 3, spcctata y ut constante. 
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/Pdx zr IfLXX ^- ^yx -\- yxy erit 
,. .., ,. Ya4/=:|3:^5i^,^ct (Q — V) 9^ == 3 j^ (5j/ -^ = dT^ 
ideoque Y — |5yy-f-€y> vmde integrale erit 

laxx-^- ^yx-^yx-{-^lyy-\-Byzz.Q, > •:'! 

Modo autem Currollarii 3^ spectata x constante, aJt 

qane, ^jectata^ aonttaSite, j^aebet Vdx zrz^yZ^% inticq^^\^^ , 

(P — U) ^07 — (ao? 4- y) 3a:, et X zn i aora: + yar, ' • 

unde /Q3^-tJ-X — C integrale dat ut ante. Hinc ^imul ^tiiiM 

•intelligitur esse 

f?dx — f(;idy — \axx^yx — iZyy — ty^ 

^uae in duas functiones X — -*Y spente dispescltur. 

Exemplum "2. 
'456. jiequdtionem per se integrabilem 

dy — xdy-ydx 3« . dy ( .m v — ^ 

y — yV{xx-^yyy Vixx-ryy)^ y >«* V {xx-^yyy — 

.inUgrare. 

-Cum hic 'sit 

m 

p — !L- - ct O — - * * 

pro charactere intejgrabllitatis per se cognoscendo esC 

f^\— -y -. ^3Q\_ —^ 



<,xx^yyT i^^-hyy}, 

qui bini Talores utique sunt aequales. Jam pro integrali inrcQieil»^' 
do, utamur regula CorFoIl«rii 2. et iiabebimus 

JVdx — lix^/(xx-^j/y)] et Ydy= ix+v(xx^^yl)W(,k+y,h 
i^CM supra ist infira per y(pcx^yy)^^x mttltipUcaiidi^i - -" 

56 



.1^ ^ 
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yVixx-^yy) — y ^/ (xx-h^jr)» 



uncfc^ ^ — V rz: , ct Y r=/(Q — V> ?y = • ^ licciuc mtegrife 
quaesitum / [^ -+- >/ (^:r -f- yjr)] rz: Const* 

Per regulam Corollarii 3. habemtrs 

AQ.dy =zly^ ^f yvixx+y yi^ 

at posito y — -,- est 
ergo 

vnde Uda? — ^(^^^^^ ^; hinc (P — U) aa: == 0. 

£xemplum3. 

456. Aequationem per se integrabilem 

(xx-^yy — aa) dy-\- (aa -+- 2xy -f-arx) dar z=i 0, 
integrare. 

Hic ergo est 

P zrzaa~\- 2xy ~\- xXf et Qziz xx -\- yy —— aa^ 

unde (g)— 2a: et {^)ziz2x, quae aequalitas integrabilitatem 
per se innuit, Tum vero est 

/Pdxzizaax -^-xxy-^ix^ et Ydy^znxxdy, 

unde (Q — Y)dyz=.(yy — aa)dy et Yzz|y^ — aay- 
Ergo integrale 

aax-^ xxy 4- | ^^ 4- 1 y^ — ^^y — Const» 
Altero modo^ est 

/Qdycnxxy-^iy^^aay, hincquc 

Vdx zzi2xydxy ergo 

CP^ — U) Ja?— (aa -f-^^) 9^ ct X zz: aarr --|-i j:^ ^ 
unde integrale ontur Bt antei 



. , ^ - .• . - • . ... •• 



I 
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45 7. In his cxemplis licBit, integrale /P^x actu exhibere, 
indeque ejus differentiale Ydl/y sumta sola y variabili, affignare. 
Quodsi autenj hoc integi-ale /P&w «volvi neqneat, haud liquet quo* 
modo inde differemiale Ydy elici possit , quandoquidem fbrmula 
/7dx' in se spectata constanlcm quamcunque , quae etiam y in se 
implicet, complectitur. Tum igitur quomodo procedcndum sit, videa- 

itous. Ponamus Z— /P^x + Y, et cum quaeratur {^-^^-^zizY , 
ob/PDar=i=Z-Y, erit V=:(|^) — g. At est (|-^) — P, 
-go (3^#/-) = (||) = (|^), ob {l^^)=Y_^l]. Hinc erit 

V zzi/dx (5--)» quare quantitas V invenitur per integrationem 

d P 

hvjus formulae y^:r C^--), in qua y ut constans spectatur, post- 

quam in valore (3—) inveniendo sola y variabilis esset assumta. 

Verum cum hic denuo constans cum y implicetur, hlnc illa functio 

Y quam quacrimus non determinatur. Ratio hujus incommodi mani- 

festo ip ambiguitate integralium yP3a: ei /dx (^^-) est sita, dum 

ntraque functiones arbitrarias ipsius y recipit. Remediura ergo affe- 
retur , si utrumque integrale certa quadam conditione determinetur. 
Ita quando integraie /Pdx ita accipi ponimus, ut evanescat poslto 
jc zzz/, ubi quidem constantem / pro lubitu accipere licet, tatii 
eadem lege altenim integrale /d^{^) capiatur. Quo facto 6rit 

Q — /^^{^-) functio ipsius y tantum, et aequatioHis P3j7'+- 
Q,dy ~ integrale erit 

/Pda; +/ay [Q — /a« (1^)] i= Coflat. 



i • 



dP 



dummodo ambo integralla /?<^x tl fdx (5— ) r in qaibia |f «t 
constans tractatur^ ita dcterminaatur , ui evaneacaBt , dna fn ritoi^ 
que ipsi x idem iraW / U:i)>ui(Mf« QM»re hiA0 Mtui wlligiint 
re^iIaR»:. ^u 
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Regula pra integratione aecjuationis per 

inte§rabai* 

468. Quaerantur integralia /^doc et /^a; (^— ), spectandb 
y ut constantem, ita ut ambo evanescant, dum ipsi x oertus quidam 
valor , puta a?~/, tribuitur. Tum crit "Q — /^^(dy) ft^nctio 
ipsius y tantura, quae sit imY, et integrale quaesitum erit /Pd^x 
-4-/Y^yrz:Const. 

Yel quod eodem redit,. quaerantur integralia/Q^y et/^^y^ 5^;^ 
apectando x ut constantem. , ita ut ambo evanescant , dum ipsi y, 
certus quidem valor , puta ynzg, tribuitur:. tum ^ "^/^1/ (^^ 
erit fimctio ipsius x tantum, qua posita zn X, erit int^grale quaesb^ 
tum /QBy -^/Xdx — Const.. 

S e m o n s t r a 1 1 ow- 

Veritatem hujus regurac ex praecedentibus perspicere licet, sr 
eui fortc precario assumsisse videamur, ambas formulas /Pdx efc 

y^^Ca ) c^dem lege determinari debere, ut dum ipsi x certuit 
quidam valor puta x ziz/ tribuitur,. ambae cvanescant. Scd nc 
fortc quis putet, alteram integrationem pari jure secundum. aliam 
lc]gcm dcterminarr posse, hanc demonstratibnem addo. Prima quidem 
intcgratio ab arbitrio nostro pendet , quam ergo ita determinari 
tasumamus, ut integrale yp^a: evanescat posito xzzz/^ quo facto 

dico, altcrum integrale y^a: (^ ) necessario per eandemxonditioncm 

ihiterminnri oportere. Sit enim /?dx zzzZy eritque Z ejusmodi 
Aindtio ipsarum x et y, quae evanescit posito xzzz/; habeKit ergo 
tkoU}t0m y— a?! vel cjus quampiam potestatem positivam *</* — x)\ 

Ui ut iit Z = (/*— x)^ T. Nunc quia /^x (|p cxprimit Tal*^ 
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t%4 



'ftsttiiii ^st fioc integralie* eriam evanescere posito i — f\ ita ut 
liujus integraris determrilatio non amplius arbitj^io nostro relinquatur. 
•Hoc" ppsita erit utique aequationis per se integrabiRs ^P^XH-QJyrO 
integrale ffdoc -^fY^j — Const., cxistente Y rz Q — fdx (|^)5 
nam posrto /P3f:r — Z, quatenus scilicet iu hac integratlone y 
pro^ constante habetur, ut habeatur haec aequatio ZH-/Ydf/z:Con8t. 
quam esse integrale quaesltum vel ex ipsa differeptjatione patcbit 
Cum enim sit 

az~pa^-f-ay(^|)-paa:H-ay/aar(|K 

crit aequationis inventae difTerentiale 



3p 



Vdx + ^yfdx ilfA-h Ydt/=0 , 



') 



y 3 P N 

•ed Y — Q — fd^ \ByJ9 undfe prodit Pdx rh* Qdt/ zr; 0, quae 

cst ipsa aequatio differeatiaUs proposita. Quod autem sit Q — - 

/da:(^-) functia ipsius j/ tantum, inde sequitur^ quoniam aeqHatio 



dillerentialis per se est integrabilisi.^ 



•j 



— 'V X* i K ; 



T h c or em a; 



45 9* P^o omni aequatione , quae per se np9 ejst integrabilir 
semper datur quantitas , per qua)m ea muliiplicataiu^^ed^Um: iQte*^ 



D e nr o n s t r & t i o. 



r f.^ 



Sit P9a? -+- Qdy — aequatio diflerentiaiis, et cDte^camBftxi 
•jus integrale completum, quod trit aequaiio quae4am* in.t0E x et y^ 
in quam constans quantitas arbitraria ingrediatur. £x hac aequa- 
tione eruatur haec ipsa constaiis arBItral^ia , ut prodeat hujusmodi 
aequatib: Const. ±r functioni cuSdam ipsarvim '%'4t y\ qufceldiffe-^ 
rtntiata: pnretieat Q-zzz M^-^i^N^d^^r^uae aequa*^^ 



a$6 .CAPUT H. 

t# itia.arjbitriirili^^pc!!* JBtegrationem ingresya eiit . ribex^y ; ideaill)e ^iif^ 
icesse est ut bae.c aQqu^tlq diiT^rentialis coQvenlat cum proppaitj^^ 
alioquin integralc, spppositum i non esset v^rum.. Oportet ^rgo^ .iai 

irelatio intea: »^.a? ,ct dy aitr^quC: proide^t eadem, unde ei;^t,:^.^j^ ^ 

ideoque M~LP et ^;{;;;L,Q, Se4 quia Mda:-|^Ndy ,est verum 
diiferenliale ex difFerentiatione cujuspiam functionis ipsarum x ct y 

ortum, est (^-_)zz:(.^ ). Quare pro aequatione PBx-i-QByzzziO 

dabitur certo quidara multiplicator L, ut sit (~9~') — (^™)> sew 
ui aequatio per L multiplicata fiat per se integrabilis. 

Corollarium 1. 

460. Pro omni ergo aequatione P^a:-|-Q3y— datur 
cjusmodi functio L ut sit [^J^—)zz:{^-'^^), ideoquc evolvendo : 

Ltd-p-cpi^QO-pdf) 

qtfa^ functio L si fuei-Tt inventa , aequatio differentialis LPt)rc--f- 
LQdyzziO per se erit integrabilis. - 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 

461. In aequatione proposita loco Q tuto unitatem «cribere 
licet , quia-omnis aequatio hac forma Pdx ^ ^y zzz repraescn* 
tari potest« Hinc inventio multiplicatoris L, qui eam reddat per 
se integrabilem, pendet a resolutione hujus aequationis: 

L (H) = (r.) - f (55)' 

ufai notjandum est csse 

S c h ol i p n. 

462« QuoDiam hic q^aeritur functio binarum VArinbllium x 
et y, quanim ]f clatiQ : mutuA ipinin^e sp^c^atur^ ^uam jnTalrit i^e^um- 
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M P^3?-^Qdt^i— X> , baec irfvestigatio in nostrtrm libnim seoutlV 
durik iacurrit ubi buJQS.ciodi functio ex data quadaro differentialium 
rell^tioDe indagare dcbet*. ;In hac enim invesligatione non atten^ 
dimus ad aequationem propositam, qna formula Pda: ^ Qd^ nihilo 
aequalis reddi debet, sed absolute quaeritur multiplicator L, per 
quem formula Pd^+Q5y multiplicata abeat in verum dlfferen- 
tiale cujuspiam functionis finitae, quae sit Z, ita ut habeatur ^Z zn 
LP^^r-j-LQ^y. Quo multiplicatore L invento tum demum ae* 
qualitas Pd^' -^ Qdy :rz spcctatur, indeque concluditur functionem 
Z quantitati constanti aequari oportere. Cum igitur minime ex- 
pectari queat, ut methodum tradamus hujusraodi multiplicatores pro 
quavis aequatione difFerentiali proposita inveniendi , eos casus per- 
curramus, quibus talis multlplicator constat, undecunque sit repertus» 
Interim taraen ad plcniorem usum hujus methodi notasse juvabit , 
statim alque unum multiplicatorem pro quapiam aequatione differen- 
tiali cognoverimus , ex eo facile innuraerabiles alios deduci posse, 
qui paritcr aequationem propositam per sc intcgrabilem reddant, 

Probleraa 60. 

468. Dato una multiplicatore L qui aequatidnenr- ?d^s&^ 
Qdy 11=1 per se integrabiiem reddat,. invenire innumerabiles alioi 
moltiplicatores, qui idem officium praestent. 

S o 1 u t i Or 

Cum ergo L(P9a:-f- Q3y) sit differentiale verum cujuspi* 
am functionis Z, quaeratur per supcriora praecepta h^ec functi<^ 
Z., ita ut sit h(?d^rhQ^y) — c)Z: et nunc manifestjuar :Cl?t„ 
hanc formulam ^Z integrationem etiam esse admissuram , si 
per functionem quamcunque ipsius Z quain ita Cp t Z indicemus , 
multjplicetur. Cum igitur etiam integrabilid siv htteo fermuht 
(9"^» -4* Q dy) L<1> : '2»y erit quoque L <P rZ^ mukiplnator aeqoatiDu 
nji^ propotitM Pda::-ir^y = 0^^ qpi' ««^ rs^ddat i atc grab itw tt » 
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Qjaare tnvento tmo - nuItiplicatoFe L , tiuaeratur per . mtegritionem 
Zm/L <Pdx 4-Qdy)^ ac tura expressio L(p:Z, ubi pro <|>:Z 
fisnctio quaecunque ipsius Z asaumi potest^ dabk infinitoa • JiUot 
nultiplicatoree idetn ofBcium praestantes. 

S c h o 1 i o n« 

i(}i. Tametsi sufTSciat pro quavis aequatione difierenfiali am« 
cura miltiplicatorem cognovisse, tamen occurrunt casus, quibus per- 
quam utile est, plures imo infinitos multiplicatores in promtu habe* 
re. Veluti si aequatio proposita In duas partes commode discerpatur, 
hujusmodi (P^o: + Q^y) -1- (RBo: -:h S^y) — atque omnes 
miiltiplicatores constent, quibus utraque pars seorsim P3^-+-Q35r 
ct Rdx ^,Sdy reddatur integrabilis , inde inierdum comraunis 
multiplicator utramque integrabilem reddens concludi potest. Sit 
enim L (J) : Z expressio generalis pro omnibus multiplicatoribus for- 
fnulae Pd^-|-Q3y et M (J) : V expressio generalis pro omnibus 
multiplicatoribus formulae R^x -f- S dy^ et quoriiam (P^Z et (J):V fiin- 
ctiones quascunque quantitatum Z et V depotant, si eas ita capere 
liceat, ut fiat L (J) : Z izz M (J) : V habebitur multiplicator idoneus pro 
aequatione Pd;r-h-Q^y-HR^a:-4-Sdyi:0. Inteliigitur autem tioc iis 
tantum casibus praestari posse, quibus multiplicator pro tota aequa* 
tione, etiam singulas ejus partes seorsim sumtas int^grabiies reddau 
Quare cavendura est, ne huic methodo niraium tribuatur, et quando 
ea non succedit , aequatio pro irresoleibili habeatur , evenire enim 
utique potest , ut tota aequatio habeat multiplicatorem, qui singulis 
;cjus partibus n(»n conveniat. Ita proposita aequatione Fdx-^ 
Qdf/ zz: 0, multiplicator partem Pd^ seorsim integrabilem reddens 

«ahiresto est p, denotante X functionem quamcunque ipsius x^ ct 
multlplicator partera alterara Q,dy integrabilera reddens est -• 

etiamsi autem neutiquara ficBi possit., ut «sit ^- :;r :^ seu -^zzz-^^ 

aisi cftsibus pcr se obviis, tamen tota forraula PBx H- Qdy certa 
seiQ|Klr Irabec multiplicatoremi .qivo ea ipteigrabilis xtddatur* 
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Exemplum 1. 

465. Invenire cmnes multiplicatores^ quihus formula ayd^ 
^xdy integrabilis reddilur. 

Primus multlpTicator sponte se oflert — , qui praebet — -|- ^, 

xy X y 

cujus integrale est alx ^ ^lyzz: Ix^y^. Hujus ergo functio quae- 
cunque (J) : x^y^ in — ducta , dabit multiplicatorem idoneum, cujus 

itaque forma generalis est -^ Cp : a:" z/P. Functio enim quantitatis 

a*j/P etiam est functio logarithmi ejusdem quantitatis. Nam si P 
fucrit functio ipsius p, et 11 functio ipsius P, etiam II est functio ip« 
sius p et yicissim. 

C o r 1 1 ar i um. 

466. Si pro functione sumatur potestas quaecunquc x^^y^^^ 
formula aydx ^ ^xdy integrabilis redditur , si multiplicetur per 
^na— ij^np — 1^ quo quidem casu integrale sponte patet , cst enim 

E X e m p 1 um 2. 

46 7. Invenire omnes multiplicatores ^ qui hanc /brmulam 
^ydx -^dy integrahilem reddant. 

Primus multiplicator - sponte se oflert, unde cum sity*(X3a:-i--^) 

zzi/^dx*-^ ly seu le^^^^y^ omnes functiones hujus quantitatis« 
seu hujus e-f^^* y per y divisae , dabunt multiplicatores ido* 
neosl Unde expressio gencrali^ pro omnibus multiplicatoribus erit 

C o r o 1 1 a r i u m. 

468. Pro fermuta Xydx^dy multiplicator quoque cst 
0/M.im^ qui cst functio ipsiua x tantum; quo crgo cum ctiam for* 

37 
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I 

mula ^dx^ denotante 3c functionem quamcunque ipsius Xf inte^ 
grabilis reddatur, ille multiplicator etiam huic formulac dy^^Xydjs^ 
d^dx conyeniet» 

Pr o b 1 em a 61» 

469. Proposita aequatione 3t/-4- X jr^arzz: 3F3a:, in qua 
X et 3^ sint functiones quaecunque ipsius x, invenire multiplicatorem 
idoneum, eamque integrare. 

S r u t i o. 

Cura alterum membrum dcdx per functionem quamcunqiie 
ipsius X multiplicatum fiat integrabile y dispiciatur num etiam prius 
membrum dy-i-Xydx per hujusmodi multrplrcatorem integrabile reddi 
possit. Quod cum praestet multiplicator eJ^^'^ hoc adhibito ha- 
bebitur aequatio integralla quaesita 

eJ^^^ y zzzfeS^^^ dcdx, sive 

oti jam supra invenimus. 

CoroIIarium i. 

«470. Patet etiam sl loco y adsit functio quaecunque ipsius 
y^ ut habeatur haec a^quatio 3Y -f- YXdo? ~ 3f do:, eam per 
imiltiplicatorem e^^^^ reddi integrabilem,, et integrale fbrei 

tJ^d^Y=z/eJ^^^dc^x. 

Corollarium 2. 
471. Quarc etiam haec aequatio dy -i-yXdx zz: y^ dtd x, 

ox Xox -Y^ -V t_* 

quia pcr y^ dirisa abit in — r H^ -^— : ^ 2t</^^ wi posit* 

y jf^ '^ 
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. r= y, ob rr dY, seu — =: , prodit 



3Y 



H-YX3a:r=3F3:r, seu 



n— t 

av — (n— 1) YXax=:-- (n — l)3faa:, 

qui per muUiplicatorem e (" 0/xd« gj integrabilis : cjusque in- 
tegrale erit 

g— (»~0/x3«Y _-__(„ _ l)yg— (n— 0/X3*3f3a.^ giyc 

1 



yn-, 



(n — i^cC» — 0/x3«/tf— ('«-•0/xa*3f3a:. 



S c h 1 i n. 

472. Cura pro merabro 3y-f-yX3a: muUiplicator generalis 

8it -^:e-^^^*y, surata loco functionis potestate, multiplicator 

idoneus erit fim/x3«j^m i^ integrale praebens —c™-^'^^ *«/**. Ef- 

ficiendum ergo est, ut etiam idem muUipIicator alterum membrum 
y^2£dx reddat integrabile; quod evenit sumendo m — 1 zi: — w, 
«en m ~ 1 — n, ex quo hujus merabri integi*ale fit f^^^ ^ * 3f d a;, 
ita ut aequatio integralis quaesit-a obtineatur: 

quae cum modo inrenta prorsus conginiit. 

P r b I e m a 62. 

« 

473. Proposila aequatione differentialt 



(ty^x 4- |3^3y — x^ y^ iyy^x -f- ^xdy). 

inyenire multiplicalorem idoneum , qui eam integrabilera rcddat , 
ipsumque integrale stssignare. 



M CAPUT IL 

&oLatiO. 

Considerctur utrumque membruitt seorsim ; ac pro priori Tidi- 
raus oLydo!^ -^- (ixciy oranes multiplicatores idoneos continerl in 



hac forma — (P : x^ y^^ Pro altera parte 

-pl» yn. (yy^x + BxBy) 



prlmus multiplicator est — — j — ;r+T' *1"° prodit -—^ '^ — y^ * 

%J 

cujus integralc: est Ix^ y^\ ergo* forma. generalis. pro ejus multiplL- 

« 

catoribus est • ; — d) : x"^ y^. Quo nunc hi duo multiplica* 

tores pares. reddantur, loco^ functionum. sumantur potestates, fiatque- 

undc statui oportet jjia.ziz.yy -~m et jji(3 — k5^ — w; hincque 
colligitur :: 

Quocirca multiplicator erit 

unde aequatio nostra. induit hanc formam 
x^^^-^yt^^-^Caydx^^xdyy^^x^^y-^y^^^-^Cyyd^-^^^dy);- 

ubi utrumque membrum per se est integrabilc ,, ideoquc. integrale: 
quaesitum 

« ^ « j^ft p _ i ^. 7 j^v J ^ Const.. 
quod convenit cum. eo, quod capite. praecedentc cst invcntum;. 

C r o 1 1 a.r i u m 1.. 
4T/.. Posito crgo; brevitatis gratia. 



CAPUT 11. * 3f » 

fteqtiationis differentialis 

ifitegrale completum est 

1 ^M « i^R P — 1 X» '>' t/» ^ + Const. 

■ Co r o 1 1 a r i u ra 2. 

^rS. Si' eveniat, ut sit jjl in , seuYramSm, integrate 
ad logarithraos reducctur, critc^ue 

/x* f/P — i a;^ '^y^^-h Cbnst. 

Sia autem sit y ir: 0, seu an=:r|3m, erit integrale 

'- x'* « yf^ P — /a;'»' t/5 -ir Const.. 

S'ch li o n. 

476. Hinc autem casus excipi videntur ,. quo a5~(3Y> 
qtiia tum ambo numeri |ul. et y fiunt infiniti. Ycrum. si 5 ~ — 
4e<]^atio^ nosti*a. hanc induit formam: 

(ayao: 4- pa?ay) (l — |a:^ !/")=: 0, 

qtiae cum habeat diios factores,. duplex solutio cx utroque seorsim 
ad nihilum reducto, derivatur. Prior scilicet nascitur ex aydx^ 
^xdyzzzO j cujus integrale est a^^j/^^zz: Const. alter vero factor pcr 

se dat aequationem finitam 1 •— '^ a-^ i/^ zz: , quarum solutionum 

utraque satisfacit. Atque hoc in. genere tenendum est de omnibus 
aequatiouibus difTerentialibus, quas in factores resoIVere licet, ubi 
perinde atque in aequationibus fihitis singuli factores^:, praebent solu*- 
tiones* Plerumque autem. factores finiti statim, antequam integratio 
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suScipitur, per dlvisionem toUi solent, quandoquidem non tx natura 
rei, sed per operationes institutas demum accessisse censentur, ita 
ut perinde ac in Algebra saepc fieri solet, ad solutiones iautiles ep* 
sent perductm*!. 

Pr ob lema 63. 

47 7. Proposlta aequatione difFerentiali horaogenea, multipli- 
catorem Idoneum inyenire, qui cam integrabilem reddat, indeque 
ejus integrale eruere. 

S 1 u 1 1 0. 

Sit P3:r-4-Q3i/— aequatio proposita, in qua P et Q sint 
functiones homogeneae n dimensionum ipsarum :r et ^, ac quaera» 
mus multiplicatorem L, qui sit etiam functio homogcnea, cujus dl- 
mensionum numerus sit X. Cum jam formula L (P3a:+Q3y) sit 
integrabilis , erit integrale functio XH-/x-}~l dimensionum ipsarum 
X ct y^ quae functio si ponatur Z, erit ex natura functionum ho- 
mogenearum 



LP:r + LQf/=:CX-Hn-}- I)Z. 

Quare si X sumatur zn — n — 1, quantitas LPor+LQy crit vel 
HHO, vel constans, unde obtinemus Lzzi p^ ' ^ , qui ergo est mul- 
tiplicator idoneus pro. nostra aequatione. Idem quoque ex separa- 
tione variabilium colligitur: posito enim y:zzux; fiet Vzzzlx^U et 
Qmar^^V, existentibus U et V funciionibus u ipsius tantum, ct ob 
dyz:z.udx-\-xdu 

erit Vdx-^Q^dy—x^^Vdx-^-x^Yudx-^x^^yxdu, 
seu Paa7+Qai/izia;«(U4-Vzi)a27 + a:"-^-'Vau. 

At haec formula per ^"'^'(UH-Vm) divisa fit integrabilis , 
ideoque et formula nostra P3x+Qdy divisa per 

^^«^-•(U + Yt/^^iPar-hQy, 
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P C> y 

reatrtutis ▼aforitms V——f Viz:— et uzzz-^ fict integrabilis ; »cu 

muluplicfttor idogcus est ^ ^ J^ , unde haec acquatio - p*"^^ ~z: 0, 
scmpcr per se est integrabilis« 

Jam ad integrare ipsius invcniendum , mtegretur formula 

/ P y ,4, Q y spectando y ut constantem, ac determinetur certa ratio- 

ne ut evanescat posito x ~ f. Tum posito brevitatis causa 

^ ^ — ^> suinatur valor (3-), et eadem lege quaeratur inte- 

grale y^a: (^ )*, spectando iterum y ut constantem. Tum erit 

y^^^idy) functio ipsius y tantum seu 



Tx-^Qy ^^ ^> 



r^ /^R 



fttque hinc erit integrale quaesitum 



Pdx 



/f1^o^+/Y^2^ = ^°"*** 



CoroIIarium i. 



478. Cum ergo formula ^p^^^r^ sit per se intcgrabilis, 
m brevitatis gratia ponamus 



R et _X_ — S, 



necesse est sit (^^) — (^J). At est 

(II) = [Po: (15) - Ga:(^X) - PQ3 : (Po: + Qy)* 
QoAinobrcm habebitur 
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Corollarium 2» 

4 79» Haec aequalitas etiam ex natura functionum homoge* 
nearum concluditur. Cum enim P et Q sint functiones n dimen* 
sionum ipsavum a: et y, ob 

n P = X (ID-H s, et nQ = ^ ^.^ y (||). 

Aequalitas autem inventa est 

quae hinc abit in identicam /zPQznnPQ. 

CoTolIariumS. 

-48 0. Si aequatio homogenea P 3 a: + Q 3 J/ — fuerit pcr 
se integrabilis , et P et Q sint functlones — 1 dimensionis , erit 
P X -}- Q y numerus constans. Veluti cum 

hujusmodi sit aequatio, si loco dx et ^y ^cribantur a: ct y^ pro- 

dit ^yy— 1. 

5 c h 1 i o n. 

48 1. In calculo diflerentiali ostendimus, si V fuerit functio 
homogenca 72 ^limensionum ipsarum xciy^ ponatuvque ^VzizPda: 
-f- Q^ t/, fore P a? -4" Q !/ — ^ ^- Quare si P d x -{- Qd y fucrit 
formula integrabilis, ct P et Q functiorncs homogeneae n — 1 di- 

mensionum, integrate statim habetur, erit enim V ~ - -[P ar-^Qy), 

neque ad hoc ulla integratione est opus. Interim tamen vidcmus 
hinc cxripi oporterc .casum quo n zz: () , uti fit in nostra aequatione 

per roultiplicatorem integrabili reddita -p^— 7— -^ ~ , iibi 3 i: et 3y 

multiplicantur ,per functiones «— 1 dimensionis, neque enim hic ic* 
tegiale sine integratione obtineri .potest. Ratio autem hujus excep* 
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tionis in hoc est sita, qiiod formulae integrabilis P c).r-j-Q3j^, in 
qua P ct Q sunt functioncs homogeneae n — 1 dimensionum , inle- 
gralc tura tantum sit functio homogenea n dimensionum, quando n 
non est ~0, hoo enim solo casu fieri potesL, ut integrale non slt 
functTo nullius dimensionis, quemadmodum fit in hac formula diffe- 

rcntiali ~^^^~^-j quippc cujus integrale est 5 / (^^ -^ + !/ 2/). Quo- 
circa, quod fcrmula ~p~~t:q '^ sit intograbilis, hoc peculiari raodo 

demonstravimus , ex ratione scparabilitatis deduclo. Intcrim tamen 
sine ullo respcctu, unde hoc cognovcrimus, id in pracscnti negotio 
raaximc cst notatu dignum, omncs aequationes honiogcneas P^ar-i Q.D^/— 0, 

per multiplicatorcm p^^^-^vToT per se- rcddi integrabiles. Methodus 

igitur desideratur, cujus benclicio hunc multiplicatorcm a priori in- 
vcnire liceret; qua mcthodo sane maxima incremcnta in Analysin 
importarcntur. Quamdiu autem cousquc pertingerc non licct, plu- 
inmum intcrcrit hujusmodi multlplicatorcs pro |)luribus casibus probc 
iiotasse; quod cum jam in duobus aequationum gcneribus praestite- 
rimus, pro reliquis aequationibus, quas supra integrare docuimus , 
multiplicatores investigemus; ipsa autem rcductio ad scparationera 
iiobis hos multiplicatores patefaciet, uti in sequente problemate do- 
cebimus. 

P r b I e m a 6 4. 

48 2. Proposita aequatione difFerentiali , quam ad separationem 
variabilium reduccre liccat, invenire multiplicatorcm, per quem ea 
per se integrabills reddatur. 

S 1 u t i 0. 

Sit P3a? + Q92/~0, quae certa quadam substitutionc , dum 
loco X et y aliae binae variabiles t et u introducuntur, ad separa- 
tionem accommodctur: ponamus ergo facta hac substitutione ficri 
Fd cc -f- Qd y in Rd t -f- S 5 m , nunc autem hanc foi-raulam 

38 
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Rdf -f-Sda, $i per Y dividatui*, eeparari^ ita ut in hac formuU 
y ' quantitas ^ sit functio solius t^ et ^ functio solius u. 

Rdf+Sdtt 



Cum igitur formula ?^^~ per se sit integrabilis , ciiam integra* 

bilis erit haec ^ *"+;Q^,y quippe iili aequalis, siquidem in V "yaria- 
biles X ct y restituantur. Hinc ergo ex reductione ad separabUita-^ 
tem aequationis F d x -f- Qd t/ ^^ ^ discimus , multiplicatorem quo 
ea integrabiliS reddalur, esse :—, sicque quas aequationes ad sepa* 

rationem variabilium perducere licet, pro ilsdem multiplicatorcm , 
qui iltas integrabiles reddat, assignare possumus. 

CoroIIarium 1. 

4&3» Methodus ergo per muhiplicatores integrandi aequatio- 
nes differentiales aeque late patet ac prior methodus, ope separa- 
lionis variabilium; propterea quod ipsa separatio pro quavis aequa^ 
tionCy ubi succedit^ multiplicatorem suppeditat» 

CoroIIarium 2. 

484. Contra autem methodus per multiplioatores integrandi 
latius patet altera, si pro ejusmodi aequationibus muhiplieatores as- 
signare hccat , quae quomodo ad separationcm perduci debeant ^ non 
constet» 

S c h I i o n. 

48 5. £tsi autem ex reductlone ad separationem idonenm mul- 
tiplicatorem elicere licet, tamen nondum intelligitur, quomodo cogni- 
to multiplicatore , separatio variabilium institui debeat, quare etiam 
ob hano rationem methodus per multiplicatores integrandi alteri longe 
praeferenda videtur. Quamvis enim hactenus ipsa separatio nos ad 
inventionem multiplicatomm perduxerit, nullum tamen est dubium 
quin detur via multiplicatores inveniendi, nullo respectu ad separa- 
tioncm habitOi licet haec via etiamnum nobis sit incognita. £a au- 
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lem pauUatim planior reddetur, si pro quamplurimis aequationibug 
multiplicatores idoneos cognoverimus , ex quo quos adhuc ex sepa- 
ratione eruere Ucet, indagemus in subjunctis exemplis. 

Exemplum i. 
-486. Proposita aequalione differentiali primi ordinis 

pro ea muliiplicatorem idoneum assignare. 

Haec aequatio ad separationem praeparatur ponendo primo 

aa:-4-[3y + Vzzr et ^x^ey-i-^zzzs, 
ide6que 

a3:3P-+-j33yn:5r ct ^ ^ x -^ ed y zzzd s, 
unde oritur 

hincque aequatio nostra omisso denominatore utpotc constante, erit 

e rd r * — ^rds-^asds — S s ^ r ziz 0, 

quae cum sit homogenea, per err — ((3 + 5)5r + a^5 divisa , 
fit integrabilis. Quod idem ex separatione colligitur, posito enim 
r ZZL s w, prodit 

€'ssudu-\-esuuds—^sudS'^asdS'-^SssdU'^SsudsizzO seu' 

s sd u (e u — ^) -{- sd s (eu u — ^ u — 5a + a)iz:0, 

quae divisa per s s (e u u — j3m — ^u-f-a) separatur. Quare 
multiplicator nostrae aequationis propositae est 



I I 



Sf(ittu-^^i* — Jti4-a) •"" Brr — PrT^ ffry-j-a^r "" r{tr — Pf)H-*(af— d^r)' 

qui restitutis valoribus fit 



atquc CYolutiene facta 
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Quare per se integrabilis erit liaec aequatio 

^x(ax-f-P>-4"7J -4 -3:y(y xHh6 y + Q _ q 

(a€— P6;(axx-H(p + 5;x>-t-€>jr-H7« + ^:y3-^ Ax-f-B^-i-C "~ 

existente 

Azrraye — (f3— 5)a<^ — ySJ 
B — ae^ + (f3 — 5) ye — |3l3^ 

Corollarium. 

^8 7. Etiamsi forte fiat as — (3 $ ^ 0, hic multiplicator 
non turbatur, cum tamen separalio non succedat hac quidem ope- 
ratione. Sit enim aznma, ^zzzmb^ ^zz^na, eznnby ut ha- 
beatur haec aequatio 

^ a? [m (a 37 -+- ft y) + y IH- 3 2/ [/i (a a: -f- 6 1/) ^- ^ — 

ob A ziz a (/i a -~ m b) (m ^ — ?2 7 ) 
B =: 6 (71 a — m b) (m ^ — n Y) et 
C = (/71 ^ — n y) (a ^ — b y), 

omjsso factore communi, multiplicator est 



(n a — m 6) (a x -f- 6 ^) -f- a ^ — ^7 * 

ita ut haec aequatio per se sit integrabilis 

(g X -4- b y) (m3 x-^ndy) ^y ^x -f- ^ 9 ^ __ ^ 
(rt a — m 6) (a x H- ^jy) + fl^ — ^7 ~" 

Exemplum 2. 
48 8. Proposita aequatione differentiali 

y^ocifi-^nx) — ^y(2/-+-«+6«^ nxx)z:r. 9 y 
muUiplicatorem idoneum invenire. 
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Fiat substitutio ..^ '7" _ c-—- = m, senyr: ^ JILnJ^ « 



ut contrahatur acquatio iK)stra in hanc formani 

,eu 2Liil±L!L£} (u D :p -. a 2/) r=: 0, vel >>(£J^) (i? _ !Li«) = o ; 

probe enim cavendnm est^ ne hic ullus faclor omittatur. At facta 
substitutione reperitur 



^y n d X d u • ^xf6-f-anx) , du — ndx 3xfc-4-nx— «) 

y y "~ u ' a-+-6x-f-nxx c-^nx — n a^Sx-^-nxx 

9 tt (c -+- n x) 3x(na-4-cc — be -^(b — ^ e^w^uu) 

«(c-f-nx— it) (c-^nx- — w) (a -+- 6 x -f- n x x) 

Unde aeqnatia nostra induet hanc formam 

yy (c-f-nx)' •9_tt 9 X (n g -f- c c — b c -^ (b — ac) n-h uu) \ ^ 

«(c-l-nx — ii) \ tt (a -f- e> X ^ n X x) (c^ n x) y ' 

quae ergo separabitur ducta in hunc multiplicatorem 

tt (c -f-»n y — u) 

^^(c-j-nxj^^tno-i-cc — 6c-|-(6 — -ac)tt-Hnn} 

tum enim prodit 

^ ^_ 9_r ^ 

tt (na-f-cc — dc^(b — ac)tt4-tttt) (a-t-6x-i-nxx) (c-f-nx) 

Quo igitur multiplicatorem quaesitum consequamur, ibi loco u tan- 
tum opus est suum valorem restiluere tum amem reperitur muldr 
plicator 

^^_________ g -f- &X-I- nxx __»___ 

n (a-h6x-f-nxx)y*4- (a-H>x-f-nxx) [ana — b c-^n (6— ac), x} yy -f (na -f cc— 6cJ (orHwH-»**) * JT * 

qui reducitur ad hanc formam 



n^'+(ana — bciyy-i-n^d — ac^xyy^^na-^^c — 6c)(a+6»4-nxx)t^* 

Exemplum 3. 
489. FroposHa aequatione differentiaU 

invenire mnUiplicatorem qui eam integvabilem reddaC. 
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Posuitnus supra (435.) y — V"^ , seu u — *r^ t undc fit 

* ^' i-+-xii' 1-4-x^' 



. -y=:Hi':^^, et i -^yy-iLt0l2^\ hincque no.tra 
aequatio hanc induit formam 

s 

i2 3a:(l -K;ra?)(l -+-WM)' udxCi-^ccx) (i-^uu) — udu (i ^xxy 

z:0, 



(l-f-xu)5 ' (l4-:rw)' 

quac primo multiplicata per (1-+-^^)^ tura divisa per 

(l-f-:ra7)*(l4-uw)[uH-7i/(H-wzOj 
separatur. Quare aequationis nostrae multiplicator erit 

qui primo ob 1 -f-uuizi ^ \L ^' ^^^* ^" 



I H-xx 



XII 



(i-hxx) (i-f->>) [tt -f- n >/ ( 1 -H tt w)] 

Nunc ob u rr 4^ , est i/ (1 +uu) =: tIi±^)lL±oi20 ct l ^-^u 
~ r^I^i ideoque noster multiplicator colligitur: 



(i -i-y y)lx — -y-^- a)/(i -h-xx) (i-|-jy>)]* 

ita ut per se sit integrabiiis haec aequatio 

|n^x(T-4-y v)>^(i-|->y)-t-(x — y)dyV{\ -f-xx) 



0, 



(»-f->>) [« — jy-h-iv' («-+-««) (*H->>)J>^(»-H^^) 

cujus integrationi non immoror, cum jam supra integrale exhibuerim. 

Exempium 4. 

49 0. Aliud exemplum memoratu dignum suppeditat haec 

aequatio 

i 
yd X — xd y -+-a x^y d y (x^^b)^ ~ 0, 

quac si hac forma repraesentetur 

xdy^^ydx^-^x^^^^dyzzi^x^^^^dy-^ax^y^yC^^-^-h^ 
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cTeniti i|t utramque integrablle existat, si ducatur in hunc multipli* 
catorem 



1 
ad quem inyeniendum ex separatione .Tariabilium , adhibeatur haea 

X 

substitutlo non adeo obtia • j zzzv y ^ unde fit 

(a^n ^ 5)n 

hv^y^ 



a* i^ -; j , et hinc aequatio 



-j — H^^^ydy— abit in hanc 






ii««n 



1 — r^^y 
quac multiplicata per ; — r separatur 

yyv^i^b-hv) ^ 

dv 



0, 



unde idem iiie multiplicator colligitur» 

Exemplum 5. 
491» ProposUa aequatione dlfferentiall 

inuenire multiplicatorem^ quo ea integrabilis reddatnr. 

Secundum §. 436. ponatur ^— y ct ob ^arrz — ~, nostra 

foitnula erit dy — ■^tt^-H^''^*» ^^ V^^ porro statuatur yzzt-ttz^ 
et prodibit -^tt Qz-^zzdt — a^O, quae per tt^zz-^d) divisa 
•eparatur, ergo et nostra aequatio divlsa per ttCzz-^ayzz ^ ^-^^ ~^ 
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m'.(l— a:sr)* — ~ fiet Integrabins , ex quo Tnultjpricalor erit 

= ^^(,J^yy-a y ^* aequatio per se integrabilis ?i?J±^p^^^ - o . 
Spectetur jam x ut constans, eritque ex 3t/ natum integrale 

— ' 7 '*^^H~3c(t — xy) ^^ y 

pro quo ut valor ipsius X obtineatur, differentietur denuo, ac pro- 
dibit 



unde 



2X^dx — dx _t -NY x^yydx — adx 

'(i — xy)^ — a «"^ "^x-i^^i — xyy — axx'* 



ax 



«^vy^» — ndx — 2x'^>9x-+-jcx3x 9jc 



■et X— L-|^C; quare aequatio integralis completa crit 

X 

,ya-4-xr> — xy) «V<t 1 r* 

Va — x[^v—zy) X * 

S c h o 1 i o n. 

J!9 2. En ergo plures casus aequationum difTerentialium pro 
quibus multiplicatores novimus, ex quorum contemplatione haec in- 
signis investigatio nan parum adjuvari videtur. Quanquam autem 
adhuc longe absumus a certa methodo, pro quovis casu multiplica- 
tores idoneos inveniendi; hinc tamen formas aequationum colligere 
poterimus, ut per datos multiplicatores integrabiles reddantur; quod 
negotium cura in hac ardua doctrina maximam utilitatem allaturum 
videatur, in sequente capite aequationes investigabimus , quibus dati 
multiplicatores conveniant? exempla scilicet hic evoluta idoneas mul- 
tjplicatorum formas nobis suppeditant, quibus nostram investigatio- 
ncm superstruere licebit. 



BB 



CAPUT m. 

DE 

INVESTIGAT10N'E AEQUATIONUM DIFFKRENTIA- 

LIUM aUAE PER MULTIPLICATORES' DATAE 

FORMAE INTEGRABILES REDDANTUR. 

P r o b 1 e m a 6 3- 
493. 

XJefinire- furrctiones P et Q ipsius x^ ut aequatio diffcrentialis 
Pydx-^^y-^-Q^dy—O, per multiplicatorem ^3^^^^^^^^^ , ubi 
M et N sunt fimcuoncs ipsius x^ fiat integrabilis- 

S ol u t i o. 

Necesse iffitur est, ut factoris ipsius dx. qui est -r — —^ — r-77- T 
dlffcreniiale ex variabilitate ipsius y natum, aequale sit diffferentiali 

factoris ipslus ^y, qui est ^^liyy-^^" ^ ^ ^^™ ^^'^ ^ variabilis 
sumitur. Horum valorum aequalmm , neglecto denominatore com- 
muni, aequalitas dat 

- 2 P2/^-PM2/*r(y'-i-MyyH-N7/)||-.(y-HQ) (>>aM-H;^a«? ^ 

^iuae sccundum jK^testates ipsius y ordinata praebet 
■=! 2 P y^ d X -^P M y^ d X 

y^dQ 4-My^aQ-f-NyaQ 
y^dU — y^ a N 

— Qs^dM — Qy^N 

39 



806 



C A P U T iir. 



unde srngulis potes(atlbns seorsinr ad nihirum perductis, nanciscitntir 
primo N^Q — Q^NnzOy seu -^zz:-—, ex cujog integratione ic^ 
quitui? NzizaQ» Tura binac reliciuae conditianea aunt, 

I. 2P3a7-f-c)Q — 3Mz=0 el 
IL PMaa:-+-M3Q — aaQ — QaM = 0; 



unde I. M — II. 2 suppedilai 

— Mao — MaM-4~2aaQ-h2QaMzz:0^ seui 

^ ^ »^aa-^M — aa — 31 ^ 

quae per (2a^-M)^ divisa et integrata dat 

-_r_J.^i i.2ar— -— 



Caa-M) 



/• M a ivi 



M)3. 



aeir 



(aa — M)" aa — M 

Erit ergo 

Q zz: M ~ a -F-|3 ( 2 a — M/^ 
Biincque 

2Pa^=aM — ao: 



(aa-M)'-"!^^ (aa — M)«"^H' 



2|3aM(2a — M)r 

sicque pro M fumrtioncm qiiaincnnque ipsius' x sumere licet. Ca- 
piatur ergo Mz:2a — X, euit P/J:rz:— fi^XaX,, ct Qz:a~X-H|3X)w 
atque Nzz:aa — aX-f-aj X?R. ()uocirca pro- hac aequationc: 

— (32/XaX-i-a^/(a~X-f-|3XX+j/)=0^ 
Eabemus. hunc multiplicatoierai 



>-H-(ua — Xj^j^-ha^a — AH-pXX)>'' 

^gKM cs^ integrabilis redditur*. 

, Caranariura 1.. 

<54^ Trlbuatur acquationi haec forma. 
3»(jf-+"A-+-BVHrCYV> — Ct/VaVzzzO) 



M-. . - 
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3Q7 



«ritqae a rr: A ; X 

Q ^rz £-5 , unde multiplicator fiet 



BV; |3XXzz:pfiBTV=:CVV: crgo 



A fi 



^ j -r- ^ a A H- U V ; ^ j' -H A ( A -H b V -H C V V j ^ • 



Corollarium 2. 



-49 5. Sl hic sumatur V — a-|-.r, obtinebitur f^eqiatio similis 
llli, quam supra §. 4 8 8. integravimus, et uniltiplicator quoque cum 
eo, quem ibi dedimus, convenit. Hic autem maliipl.cator coramo- 
•dius hac forma exhibetur 



Corollarium 3. 

^96. Si ponamus J/-}- \ziis, nostra aequatio erit 
az(z-l-BV4-CVV) — C(s — AjVaV — 0, 

cul convenit multiplicator (^ _A)(^^-t-BVz-^ACVV) 5 *^^ "^ P^^ " 
jntegrabilis sit haec aequatio 



agTg-f-R v-t-c V y) — cCz — A^ v^v 

^a — a; ^zz-JrliVz-i-.AC V \j 

S c h o 1 i n. 



0. 



497. Qucmadmodum hic aequationis Pyda:^(y -{-Q)dyz:0 



jnuItipVicatorcm assumsimus 



V 



— I 



7/ 7/ -f- M y -H N 



, Ita generalius eju8 



loco fiumere poterimus 



?/ 



n — 1 



, ut haec aequatlo 



r ^n £) .r 4- (7y« -f- Q ?/«- « )ay __ 



2///-F-M2/4-N 
pev se debeat esse integrabilis, qua comparata cum forma RDx-f-iS^^O, 

lit (^^)=^(a|)» habebiraus 



«t sit 



• «• 



»j. . * 
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•ive ordinata aequatlone 

-t/^+^aQ ^Uy^dQ -Ni/^-^aQ ' ^. 

4-f/^-^'aM H-j/^aN H^t/^^-^QdN ^ '^ 

H-j/"Q5M 

tvtKte amgulis membns ad nihilum reducus, fit 

I. (n — 2)P^:r=:3Q — ^M 
IL (n—l)MPdxi=zMdQ — Q^M — dN 
m.nNPdx=:Nd(2 — Qd^^ 

Sit F^a:=:3^V, erkque ex prmia Q — A4-M + (n — 7)Vr <V^ 
Talore in secunda substltute prodit 

MaV+Oi— 2)VaMHr-ADM + aN — 

ct tcrtia fit 

2NaV4-(n~2)VaN + MaN — NaM+AaNrzO:; 

unde eliminando a V reperitur 

^n — j; V -f-A — TKd^yl—Wdli • 
Verum si hinc vellemus V clidere, in aequationem diffcrentia-diffc^ 
rentialem illabercmur. Casus tamen quo nziz2 expediri potest» 

E X e m p 1 u nu 

49 8. Slt in evolutione hiijus casus nzzz^y ut per se inte- 
grabiRs esse debeat haec aequatio 

y y H- M y -H N ""^ 

Ac primo esse oportet Q zzi A -}- M, tinn rera 

2ANaM — AMaN=:M(MaN~NaM) ~2NaN, 
quam ergo aequationem integrare debemus, quae cum in nulla jam 
tractatarum contineatur, videndum est, quomodo tractabilior reddi 
^ueat Fonatur ergo M =: N u , ut fiat 
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MDN — N3Mr= — NN9/^, ct 

2N9M — M^N =: 2NN5^f -f-Nir3N, hlno 

2ANN3w4-A.Nz/aN -f- N^ z*3u + 2 N^N = 0, fAre 

statuatur porro j^ — ^? seu N rr ^ , habebitur 

— 2^1; — A udv -\- 2Avd u -^udu zz. O^ sctr 

^ 9 A 17^ tt . ttd u 

^ "* 2 -4- A u a-4-Att' 

Ubi Yariabills i; unicam habet dimenslonem, et hanc ob rem patet^ 
hanc aequationcm integrabilem reddi, si dividatur per (2 -f-Au)*^ 
prodibitque 

V t udu ,._ C T — A tt 

(a -H A tt)» J (7+ A tt)3 AA A A (2 -f- A tt)«'' 

ideoque v zzz — ^^ aX~~ — ^* "^^"^'^ ^^'6^ P^^ " funcuonc qua- 

cunque ipsius x, erit 

N — ^^ • et M — ^^^ . 

C(2-HAu;« — I — Att' ^^ ^ C ('^-i-Auy^ — I — Att> 

atque Q=z -^^ ^^ Vt)^— '^ a n ' ^^^ ^^ ^^^'^^^ aequatione adipis- 
ermur 2 NPaa: rz: N5Q — Q^N , seu 2Fdx ^zlfld .^, at 
g_ c(2-f-Att)^-i ^ ^^^^^ a.?^zi:2Ca«(2 -t-Au), ideoquc 

P;n AAcatt(2-+^Afl) 

^'^ C(2H-Att)a— I — Att* 

Quocirca aequatio nostra per se integrabilis est 

AAC>>3tt(2-4-A . g)H-.ya>rC(2-4-Att)»y — (,.4,A tt )>-4-AC(2+Att)^ — A ) ,^ ^ 

C(2-t-AttJ*jyj^ — (i-f-Aujjyjy-HAAttjy-i-A A _ '"' ' 

^uae posito A u -f- 2 zn ^, induet hanc formara 

Ac>/a»-4->a^(cff — t-^i ) -t-Aa>(cff — q 

y- Cf/^> — (f— i>jy^-4-A(/ — 2)^H-AA ^* 

Hinc amem posito A =: a; C = ^- et i=: — ^*, invenimuf 

^ a73g>33g4->3^(a-f-Pg-h7gg) — ad y(a — yttx) ^ 

^* Ca,-+-P«-h7««);y> — «(a«-h(3ap);y-H«3^ ^* 
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Corollariura 1. 
4 9 9. Hoc igitur modo integrari potest tiacc fiequatio 

quae quomodo ad separationem reduci debeat^ iion 'Statim patet. 
Est autem multiplicator idoneus 



(a -+- p X '-h y xx) y y — '• (aa-|-(3x)jy-}-a3* 



C r o 1 I a r i u m 2 . 



5 00. ITic mulliplicator etiam hoc modo exprimi potest, xA 
ejus denominator in fiictorcs resolvatur 



C o r o 1 1 a r i u ra 3. 

^Ol. Si ergo ponamus 

(a^- j3.x' -4- yxx) y — a (a + 1 j3.r) — as, 
^rit multiplicator 

a -h I (3 .r -f- c 



[s H- ^' }/ (^ j3f3 — u.y)\[z — xy{y |i jj — a >)] 

aa -\-loLCix -^ az 

At ob 2/3::^ ■ , acquatio nostra erit 

• ^ a-^^x^ yxx ^ 

yxydx-\- 92/(5'-f- i |3a^-4- V^^) — 0- 
At est 

^ _ — |a('a(3 4-4av^-^|3y.r.r)^.r---a3Dr(|3-4-2y.r)4-^3s(a-4-|3arH--'ya:a:) 

(a — (^x -f- ya;a:/ 

hoc autcra valore substituto prodit aequatio nirais CQraplicata. 
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Problcma 66. 

B02r Tnvcnire aequatronem differentialem hujus formae 

t/Par^^(Qy + R)9y — 
111 qua P,TQ et K sint functiones Ipsins x^ ut ea integrabilis cva-- 

dat per hune multiplicatorem ^ ubi S est etiam functio 

(1 — |— S//) 

ipsius X. 

S 1 u t i 0. 



tm 



Quia ^o: per • et D^/ per -^^- multi-- 

ph^^catur, oportet sit 

(ni 4-l)P;/^(l -4-Sy) — /zPS?/^^-^ 

( ! -4- S //) r/y^-^- ' r) O -+-.y^D R) — /? 7/y") S(Q f/^"^ ' -+- R?/^) 



I ■ ■■ ^ 



q;u3 evofuta acquatione erit 

(m-f- 1 ) Vy^^dcc^ (m-+- 1 — n) P 37/«-+-' aar— 2/"'-!-» S^C^ 

— 7/«-t-'S^)R 
-+-«£/'"^-RaS 

Binc fft PD.T=: ^^. et S5Q rr «O^S / idcoquc Q=rAS»et 
dQlziyiAS'' ' ^S, quibus in membro mcdio substitutis fit 

^if-SaR — nAS^— 'as— S^R4-A2RDS=zO, seu 

771 — |— I ' 

— ^^ — AS«— 'aS-i-RaSr^O, ideoque " 
a R _ C!!L±:i)_Rls _- _(,n-f- DAS^-^^S, 
qaae per S*^* divisa et integrata pracbet 



'>^. 
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B 



S'^+ ' n — m — 2 

Pouamus A nr (m -f- 2 — 71) C, ut sit Q =r (w ^- 2 — ^O C S", 
et R = BS^ + ' -^(m -(- 1) CS"— ', ideoque 

Pdx — BS^^dS-^-Qi — 1) CS*»— »as. 
Quocirca habebimus hanc aequationem 

yaS[BS«-f-(w — 1)CS«— »] -l-a2/[(m4- 2 — 70CS*y 

4_ B S'"^' -+- (m -+- I) C S"— '3 r= , 

quac multiplicata per y — - fit integiabilis, ubi prp S fimcilo- 

xiem quamcunque ipsiiis a: capere licet- 

Corollarium 1. 

603. Integrari ergo poterit haec aequatio 

Bt/S^3SH-BS^-^'a2/-t-(n— l)Cj/S^— ^aSH-(m-+.l)CS«— «ay 

+ (m-f-2 —7?) CS^^z/aj/— 0, 

quae sponte resolvitiu: in has duas partcs 

BS^(2/aSH-Sat/)-f-CS"[(;i-.l)z/9SH-.(m-f-l)S5ir 

4-(/n + 2 — n) S'2/a2/]ziz , 



«!<■>*/ 



J/^ 

quarum uti^aque seorsim per multiplicata fit integra- 

bilis. 

Corollarium 2. 
604. Prior pars B S^ (y^S -f- S^t/) integrabilis redditur 



pcr hunc multiplicatorem — <P : Sy; cst enim hacc formuU 



\m 
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B(ydS -4- S32/) • St/ per se integrabUls. Ohde pro hac parle mu!- 
tiplicator erit S^ "*y^(l ^-St/)^, qui utlque continet assumtum 



— -, si quidem capiatur X zz: m et jui ~ — n. Est Ycro 



posUo S y :zz v. 



Corollarlum 3. 



60 5. Pro altera parte, quae posito S zz ^ abit in 

— [— (n— l)yDt;-t-(m-+-l)t;3y-t-(/n-4-2— n)y3y], 

habebimus 

(/i—DCt/A (/n-+-Ov3j/ (m-f-2 — «) dy' 






„« V c» — O y (n — 1) 



(M— OCy»— ' 



i>» 



/ ~^*- m-<-l r^jz? - m-»-2-n rd?^ ^ \ 
V n — 1 n— 1 . . / 



(n — 



1) Cy«-« ^ / ^—^ , 't=!!i=l»\ 



Ideoque haec altera pars ita repraesentabitut 



— (n -- 1) C S* t^-r ^ d . ^r— — -f . 

ya— t S 

Multiplicator ergo hanc partem integrabilem reddent erit in geaerc 



1 . 1 -hSy 



.'.fi 



• . • I •• • * 



rO :- 



.■ u • r; :. i, 



: • » 






S^U^rr^ .j{iy»r*« .•.;^:\).au :;.yi-"'* /.u*i:,-w.-^ '-'. 

40 
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/ 

Corollarium 4. 
506. Pro altera ergo partc multiplicator erit 

(1 -h Sy)>^ 
;;n:^ ^^(^_^_,) , quo hacc pars fit: 

' —(n— 1)C. )x (m -h ^ • ir-+T- » 

S^^y n — I yv. — i S 

cujus integrale est 

(n — DCz'*-'-* . 1 -4-Sj/ 

— •, posito z :z: ^ . ^ — . 



^ • - yn-, S 

Corollarium 5. 
5 7. Jam multiplicator pro prima partc 

congruens reddetur cum multiplicatorc alterlus partis modo exhibito, 
ai sumatur X iz: m et jx nz — n, unde resultat multiplicator com- 



y^ 1 ^- Sy 

inunis : — - — --, hincque posito Sy zn v ct -— —rr — — 5> noa* 

yn — i S 
trae . aequationis integrale erit: 

hC2'— » = D sire 

(1 -f-t;)» ' 

.m-4-i 



•'(1 -i-v)»^(i -i-Sy)»— '""" 



Scholion. 



. ..f < V 



S08. Aequatio ergo , quam hx)c problemate integrare didi* 
cimus , pcr principia jam supra stabilita. tractari potest , dum pro 
binis ejus parubus seorsim multiplicatores i^enmcar , iique inter 
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se eongruentes redduntur , cujus methodi hic insignem usum de* 
claraTimus. Possemus etiam multipUeatori hanc formam dar« 

ytH 

, ita ut haec aequatio 



y«[t/Pax4-(Qy4-R)ay] 



(1 -HSy-i-Tyy)» 

per se debeat csse integrabilis , et calculo ut ante instituto inre» 
niemus 

r^-im +-l)Paj:> -^_, (-i-(m-Hl-w)PSaa;) - -,4./-+(m+i-2n)PT9a; 

dR s"^^ )-aQ (^ \-saQ 

— TaR 

-t-nQas 

.-HnR3T 





unde cx ultimo membro — T3Q -f- wQ^T m concludimus 
Qz^AT", et ex primo P^arizz- i^, qui Talores in bhus 
substituti praebent 

Ras — iiA— AT^-^aTrrO et 

tfl 



RaT — ll^ ^ AT« as — - A ST^' dT = 0, 

quaruin illa fit integrabilis per se si mziz^^ 2^ haec vero integrA« 
ri potest si m m 2 n — 1 , fit enim 

RdT — — f-4-AT«— '(T3S — SdT)r=0, leu 
nRdT — Taa . A(TaS— Sd.T) 

— -4-* ■ ' ~~ . 

nT«-+-' ^ TT . 

• ■ • ' » ; • • . " : . .: 

CUJU8 mtegrale est — — -+• 7;r — J hmcquc 

nT* T n 

R = BT«4-nAT*^»S. * 
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Praeterea rero notari meretur casus m im — - 1 , quem ca|n iUis \n 
subjunctis exemplis evolramus. 

Exemplum 1. 

50 9. Dejinire hanc aequationem 
yPaa? -}- (Qy + R) ay — 0, 

ut multipiicata per Jiat per se integrabilis. 

Ob m~ — 1, habetnus statim 9R~0, ideoque R:^C: 
tum est ut ante Q =: AT" et 3Qz=:nAT«— • dT, unde binae reli- 
quae determinationes erunt: 



— P S3a7 4- AT»— • aT 4- C a S — 

— 2PTaa? — AST"— 'aT-i-AT«aS-hCdT=::0, 

hine eliminando Pdor prodit 

ASST«— «dT — ^2AT«aT-~AT«SaS 

-f-2CTaS — CSdT=0. 

Statuatur hic SSn: Tv, ut fiat 

eoitqtift 

jAT»vaT— 2AT»aT— .jAT«-t-at;-j-^^^^Z3 0, 
<eu hoc modo 

•— 5 A 1 ^ a . — ^ -4 ^r^ .^ , 

cujus prior pars integrabilis redditiu* per muitiplicatorem 

1 ^ V -- 4 



pH-t T" • X * 






* ♦ 
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1 



posterior Tcro pcr =~77f • ^' > ^"^® cominiinis muldplicator crit 

1 ' 

y hincque aequatio elicitur integralis haec 



TCv — 4) Vt 



At"-* . _ dv 



4- C/ =z D, 

(2n— i)(r-.4) * (v — 4) ^-/v , 

unde T definitur per v; tum rcro e^t S~y^Tt;, RzrrCy 

Cas — AT»— 'BT 
QrzAT», et P9a: = —. 



Corollarium 1. 
610. Casu quo est n — |, ob i z° ~ /z, habctur 



lA/^+C/^^;,^=zjD, seu 
iA/-^-|C/^i-:=iiD: 
undc posito vzziAuu ct C=zXA, erit 

/ — ^ — X / ^^ := Const. seu 

T =z E (1 -. ttM) (|^>\ Hinc porro 

X 

S zz 2 w/T =1 2w (f^^/E (1 — WM), ct 

X 

R = C = XA; tum Q = A(J^^* /E (l — mm), atque 

p7>^^ ^A3tt XA9T AdT 

rax u ^ aT aT«' 

At est ^_ j^:^ . Ergo Vdx ^ __-u«-^ 

Quocirca pro hac acquationd 

A^3«C.-KXX--aX«> _^^ g^rX -f-y C^y /E (i ^ ttM)3 = 

multiplicator erit 
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Corollariam 2, 

511. Casu quo n =: — | habemtis 

A(v— 4) . 9 r i/« — — 2 D acH T — — il2LniL_ 

^ f-zcyv — — ^i^, seu a — 4^4-4«^» 

Ponamus t; n; 4 wu, ut sit T rr p^"~^% tum fit 
R = C, Q=/^i5±lfJ0,.e, 

pA _ C3ii , caT A^T _ aiirC+Pti-4-Ctttt)CCii? — 3€tt — D) 

*^cra: -. ^ -f- -^-^; a T T tt -" tt(tttt— ij« (D-f-aCtt) ' 

unde tam aequatio quam inultiplicator definitun 

Exemplura 2« 

512. DeJiJiire aequatlonem 
yPaa:-f-(Qy-f-R)ay=0, 

u£ multiplicata per —z , ^at per se integra- 

y (1 + Sy -HTf/y)" 

bilis. 

Ob mz::: — 2, ex superioribus habenius: 
. A T" B 

qui ralor in altera aequatione substitutus praebet 

(2n-KOA T"aT 2AT«-+-aS ^^^„ ,«^n-..^,„ 

nS nSS 

BaT 2BTaS 

- = 0, 



S SS 

quae In has tres partes distinguatur 



C.APUT m. Ut 



i,T"\ S' " S* / \T ff'/ 



„, ,'dr 2 xas, 



)=o. 



^.— 7r--f-Ar«-+-'a.|-+-BS9.^=:0 



wT" SS ■ •»■ ' --"•ss 

Statuamu» ad abbre^andnm 

T*""^* S T 

-gg- = /'> f-^ " ss = '» 

tio ita se habebH 

i^r 3 /> + rrr^r 3 r -t- ?: 3 <■ = »' «» 

Qctat tres partes seorsim consideremtis j ac prima fit integrabilia 
multiplicata per y^^P^P^ secunda vero per ^p^C^i^, tcrtia tandem 
per Cp : r. Ut bini primi conveniant, ponatur 

• * 

Fit ergo 

AH^i=: — j;^ et jUL^-f =:-4n(?i^ l> = j^; sicque 



sn-H X _^ % an. 



-* ct X 



4n 



Mnltiplicetur crga «eqnatio pcr - — -t 9 *' '^ > 

ftc pTodsbit 
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^ ;,x a^ _i_ A^fi a^ 4_ B^^ "'•»—' /•" ar = o, 

seu 
rel 

4» <{ nn-f-« n 

/1« n 



Multiplicetur per q*^ ' (1 — 4r)*, ut prodeat 

4n 



(»JL— OA.^^n— 1 (j -^-4r)»a.7«« — »(l~4r) 



4nn-f- an-+-4 ** * 

4-B<7 »"""' r^dr (1 — 4r)* — 0. 



Fiat ergo -4)/H-"4'»*4-2n:0 seu y — — n — |, et ambo mem- 
bra integrari poterunt, eritque 

4"(»-t-0 
^^0 ^ ""' (l-4r)»-t-'H-B/r«ar(l-4r)'=Const. 

•t est K -4- 1 :::i: — n -H j rr: '" — ^, sicque habebitur 

A . . . -'»-+- ' _ /• r"a 

2« 



^ '*-+- ' /• r"dr 
^■""'(l-^r) a H-By — - rz Const. 

(1 — 4r) " 



Dabitur crgo q per r , eritque S m -^ , T :=: - , tum 

AT" B 
R = --H--, Q = AT« et Paxrr-aR. 



Corollarium 1. 



aflr/r C 



513. Si 8it n = — I, crit kq ->r ^^^- = ^, scu 
j-jj ; hincque 



3 Al m 9A.A n,_C>^r — aBrr 



•^ — Cr — aBr»/r' rCC — aflr/rj*' ^ 



et 
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r> OH-«B B — »Q f CC — ftBrV^rK^B— ^Cyr4-4firr) 

nS S*^ ^A ^!* 



R 



5BCr — aCCrVr— 6flBrri/r4-8«Cr3 — 8BB r^V T 

■ ■ ■ 1 ■ ■ I > ■ ■ ■ ■ I, ■ . ■> _ 

Corollarlutti 2. 



514. Ponanius eodem easu /•~Um, erit 

^ 3 A. rp .^ A A ^ II fC — oBii^ . 

^ CitM — aBu5' -^ 1tli(C — aBtt3)a» Vi 3 J ^^ 

T) 3BC1X» — aCCli3i — 6BBT/5r-f.8BCu^ — 8 »^ Bu9 •. 

xC — - — ' — ' ■' ' ' " , nincque 

X%^ -Tr-6BCu4-6CCuu-4-3oBBi/4 — ASBCuir-h^aBBuS n 

eritque aequatio yP^a: -4- (Qj/ + R) 5y n: integrabilis, ei multi- 
plicetur per 



\-'x/ (k JL^ 3 A> I QAAyy \ 

>jy ^^ y \^ ^» uu(C — 2ou3) I ii1a(C — aiiu3)V* 

Exemplum 3. 
616. Dejinire aeguationent 

yVd .^ + (Qy + R) ay = , 

j.ftn— I 

crua^ multiplicata per ' ..— ^-. r^ fiai per sb integra^ 

^ (1 + Sy 4^ Tj/y)*^ '^ 

Hic est m=z2«— i, Q=:AT", et P3a; = |^; tum 
Tero ex superioribus R — nAT"""' S -f- BT*, ac superest aequatip 

RaS — 51ii — AT«— dT = , 

quae loco R substituto valore invento, abit in 

(2n— DAT»»— 'Sas-Cn— DAT"— »SSdT-.2AT«— «dT 
-+-2BT«aS — BT"— 'SaT=0, seu 

(2n^l)'ATSaS — (>i— 1) ASSdT — 3ATdT 
-f-SBTTas — BTSdTszxO. 

41 
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Prius membrum posito S S z^ u abit in 

(n— |) AT^M — (n — 1) AaaT — 2AT3T, scu 

(n — |) AT I dw ), sive 

V (« - |)T n— 1/ 

.^llzV 9a 2(n— Dm^T 4aT 

|(2n— .l)AT=.«-if 



Ti^ (2n— .l)Tai^ (2n— 1)T«"«-^ 




i(2n— l)AT="»-.aJ — ^ — 4T»ii-iJ, yel 

T^n^ 

'^" — -^ „—' — xSS .N BT3^ SS 



i(2n— l)ATa«^a.T»«— (^-4)H-^a.^r=0, seu 

(2n-.l)ATaTrTa.T^^(^— 4)-4-^d.^* = 0. 

Ponatur " rz: /> et 

t t 



T«"-' (^ — 4) = 7 = T«»-' </) — 4), 



ut sit T"*-'=-^, unde 



et S zn ]/ 



an — •! ^ /'^. >i\an — I 



Ergo 



•ive 



(/> — 4)'"—' ' (^ _ 4) 

(2n — I) A (» — 4)5(7 , 2B/«7«»--' ^ 

V Vp(p— 4)»«—' '^ 

(2n — 1) A^^ 2Bdp : i/;? 

-f : — 0» 



q O — -4) 



quae Integrata praebet 

— 2 A , ^ r dp:-/p 



+ 2Bf '^'-^^ =Z2C, 



n— i J ,n^\ 



■• ■ - • 
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et facto 5^ = vv, scu p =z ;^^^ , fiet 



f— 4 

A B 



-/dv (vv — 1)"—' ■=. C. 



n — I n — 1 

q 4 

S c h o 1 i o n. 

616. Haec fusiiis non proseqiior, quia ista exempla eum in 
linem potissimum attuli , ut methodus supra tradita aequationes 
differcntiales tractandi exerceretur; in his enim exemplis casus non 
parum difliciles se obtulerunt, quos ita per partes resolvere licuit, 
ut pro singulis multiplicatores idonei quaererentur, ex iisque multi- 
plicator communis definiretur; nunc igitur alia aequationum generai 
quae per multiplicatores integrabiles reddi queant, investigemus. 

Problema6 7, 

517. Tpsius X funcliones P, Q, R, S definire, ut haec ac- 
quatio (Pj/ + Q)5a:-f-t/dt/ ~ 0, per hunc multiplicatorcm 
Cyy + ^ J/ + S)* integrabilis reddatur. 

S I u t i 0. 
Necesse igitur est, sit 

^-Q)(2/y4-Ry+S)^V /9.2/(2/j/H-Ry+sy 



Al.(Py 





dy / \ dx 

unde colligitur per (t/J/ + R2/ -f- S)"~* dividendo 

«eu 

On-+'i)Vyydx-i-(n+-i')PRydx-i-?Sdx 

—nydS 
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Hinc ergo concluditur T^xzzz ^^. ■ ; , et 

fl±iIM^^ 2Qaa; — as = 0, 
-i^ + QR^j? z=. 0, porroque 

UO^ (aft-hOR — a(ai»-t-i; T^ »' *^S* 

as 



aSdR (n-f-OndR 



(an-Hi)R. an-f-t ' 

s 

qtiae per R^ « -i- ^ multiplicata et integrata, dat 
R*n-f- 1 S zn C -4^ J Ra » H- 1 , hincque 



S — JRR4- CRa»-+- 'j atque 



-^a n — S . 

Qaa?=,-7^^ — E_«R~-H« aR^ ct Pdx— "^"^ 



4^7n-i- ij^ a n -t- x ** an 

unde aequationem obtinemus 

— an---3. 

(ny — JR — CR ^«-Hi ) aR-f- (2rt4^ OydU— 0, 
quae integrabilis redditur per hunc multiplioatorem^ 

— a 

(«^t^ -}- Ry -f i RR -f- c Rr;r^rr)\ 

C r o. 1 1 ar i u m 1. 

518. Casu quo n — — |^ fit 3Rzr: tt et R=;A^ et reli- 
quae- aequationes sunt 

(n -f- 1) APaa?-f- 2nQ3a? -~n3S = ct 
PSda;-4-nAQ3.r =10. 

Ergo Pdx ~ ^^ ■ ^zz —^—-^ , ideoque 

(AA — AS)(2dx— — 2SaS, sea 

/-v -N — aS3S -n "\ —— A3S 
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slcque haec aequatio /g ll^V ^ -{~t/dt/ :zz integrabllis redditur 
per hunc multiplicatorera yj^yzr^JT^)' 

C r 1 1 a r i u m 2. 

5 1 9» Si hic ponamus A~2flt etSiz:a?, haec aequatio 

i^aa)V(yy^^ay^^ = ^ P^'^ «c cst mtegrabihs, undc mtegra- 
le inyeniri potest hujus aequationis 

xdx-+' aydx -i-2xydy — 2aay^y:zz 0, 

qtwc divisa pcr Qx^ ^ aa) y^ (yy ^ 2ay ^x) fit integrabilis. 

Corollarium 3* 

52 0. Ad integrale inveniendura , sumatur primo x constans, 
et partis -7-7 — V"^^ _^ ^ integrale est 

2/(yy-*-2ay-4-x>-H2a/[a-+-j/--}/(«/jf-+-2ay-Ha:)]--HX^ 
cujua differentialc sumto y const^Mtc 

Bx aBxiV (yy-i^^ay H^ x' ) *, •vv 

V'6'^ +"a«^-f-«) a-i-y — V (yy^^ay -H*5 "^ ' 

81 alteri aequationis partl (^ _ ^ ajVo^ya"! :y+- x) aequetur, reperi- 
tur 3X ~ ^— et X izi — al (aa — o?). Ex ^quo. integrale» 
completum erit 

Corollarium 4.. 

521. Memoratu dignus est etiam casus »111.— 1,. qui scrip- 
to a looo C + i praebet hanc aequationem. 

(y-hciR)dR-\^ydy=zO, 

quae divisa per yy + Ry-f-aRR fit integrabilis ,, haec autcmi 
aequatio eat homogenea.. 
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S c h o 1 i o n. 

522. Potest etiam aequationis 
(.Pl/ -h Q) dx -i- tjdtj — 
multiplicator statui (y -f- R)"* (j/ -f- 8)% fierique debet 

'3.CP2/+Q)Cy-HR)'"(i/ + S)'»\ /a..v(y-t.R)™(y-f.S)' 







dy / \ dx 

unde reperitur 

Pa:r(t/H-R)(y^S)-Hmaa7(Pt/-4-Q)(j/-+-S) 

H-w9a7(Py-hQ)(y-HR)i:;nz/(2/-HS)9RH-ny(s^-hR)aS, 

quae evolvitur in 

(m-i-n-i- l)Py2/3a:-+-(n-i- l)PRt/3a:-f-PRSda; 
^myyd^ -^(jn-^ l)PSy3a:-f-mQS3a:, 
— nyydS H-(m-h-n)Qt/3a:-+^nQRda?^ 

~mSf/3R 
— n^i^^S 
unde colligitur 

p -\ m 3R-Hyt 3S ^ f) ") — PRS9x — RS (m 9 R -f- n 9 S) 

^ "mH-1-hi >w^^ mS-f-jiR (7,i-|-n-+-i;(mS^"7iR)» 



hincque 

(maR-4-nas)[(n-4- )R,f-fm^0S1 (m 4-n)RSfm^R-t- nas) yy^g^R nR^S^-Q 

seu- "^ 

« 

•^ /,. . j\T>:iD n :^ G «wiCm-t-n^RS^R — n(m-f-n)RS3S ^ 

m(n-h l)RdR— -mnRdS ^ ^ r-v-rs ^ ^^^Of 

ma — t— n i\ ' 

n(m + i)S^S— 7n/iSdR 

quae reduci'ur ad hanc formam 

M-(/n-l)RRaR-+-(/n-n — DRS^R — mSSaRi 

-f-(fn-+-l)SS<)S-*-(n— /n~l)RSaS — nRRaSS — *^ » 

qnae cum sit homogenea, dividatur per 

(n-f-l)R'-^-(m-<2n-.l)R*S-i-(n— 2m^l)RS*^f- (/n-Hl)S', 
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8CU per 

(R — S)^ [(n + O R -4- (m -h 1) S] 

ut fiat integrabilis. At ipsa illa aequatio per R — S dlvlsa, erlt 
(n4-. 1) R^R -f-7;iS3R — Qn -4- 1) S^S — 0. 

Dividatur per 

(R — S) [(n -f- 1) R 4- (m -f- 1) S] 

ct resolvatur in fractiones partiales, erit 

n-4-aV R — S "^ (n-f-,)K-f-.(m-f-i)S^ 



m . . 

d S /-m -4- 1 -+- 1 1 m-4- t \ _^ 

"^m-l-Ti-l-a \ S — K * (n-f-OR-l-^m-PiJl/ — 
SCU 

(Tn-4-n-f- i)(aR — 9 S) , (n -I- i)aR-f- (m - h i)as ^ ^ 

unde integrando obtinemus, 

(R — S^^ + ^^+^C^/i-H l)R-h(m-+.l)S]=:C. 
Sit R — S zz: M, erit 

hincque 



(/n -H 1 ) M rt 

m H 



(n -H 1) W rt 



tum vero 

^^ (m — n)du (m ^ /z) adu 
Pdx zn — — , et 

m H- /l -f- 2 j^m-f-n-f-a ' 



u \M'»+'«+» m-t-/n-2y \w«+«+« m-j~n-^2/ 
Corollarium i. 
623. Hinc ergo integrari potest ista aequatio 



326 CAPUT Iir. 

S c h o 1 i o n. 
622. Potest etiam aeqtiationis 

multiplicator statui (y -{- R)"* (y -f- S)", fierique debet 

■9.(Pt/+Q)(y-*.R)«(y + S)n /d-yiy-i-R^^^^Cy -i-sy 



) 




dy / \ dx 

unde reperitur 

Pa:r(t/H-R)Cz/^S)-Hm9a7(Pt/-4-Q)(t/-+-S) 

H-ha:t(Pt/-hQ)(y-HR)rmy(2/-+-S)9R-hnf/Cs^-HR)aS, 

quae erolvitur in 

(m-i-n-i- l)Pyt/Ba:-+-Cn-i- l)PRt/9a:-f-PRSBa7 
'^^^yydR --^{m-^ l)PSy5a?-f-mQS5a:| 
— ^yydS H-(m-h-7i)Qt/3a:-+'nQR3a?^ 

~mSt/3R 
— n^i^^S 
unde colligltur 

p;x maR-Hn as -^;n —VK Sdx — RS Cm 9^ -|-n 95) 

^^ m-H^H-t V^^-^ mS-f-nR (m-i-n-+-i;(mS^nR) ' 

hincque 

(maR-Hnas)f(n-+- jR-f-rmH-QSl (m -4-n)RSfm^R-t- nas) j^ S 3 R nRr^S — 

^m-Hn-i-i (m-f-/i-Hi;(^m:i-i-nR) C/O— | 

seu' "" 

« 

• j\T)"ir) r»^a •#n(m-Hn)HS3R — n(m-f-n)RS3S ^ 

H-7n(n-h DRrjR — mnRdS ^ ^ — srr+-irH — ~-^^0, 

H- 72 (771 4- 1 ) S () S — 7n 72 S d R 

quac rcduciur ad hanc formam 

H-(7iH-l)RRDR-|,(/n-«n — DRSDR — mSS^R^ 

H (7nn 1)SS^Sh-(7i — 7n— DRSaS — nRRdS> — °' 

qnac cum sit liomogenea, dividatur per 

(7«H-l)R^H-(7n-.2n— DR^^Sn-Cn — ^^n-^l^RS^^f- (7n.-h i)S^^ 
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scu per 

(R — S)^ [(n + O R -+- (m -h 1) S] 

ut fiat integrabilis. At ipsa illa aeqiiatio per R — S divlsa, erlt 
(n-j- 1) RdR -^inSdR — Qn -4- 1) S^S ziz 0. 

Dividatur per 

(R — S) [(n -h 1) R 4- (m -f- 1) S] 

ct resolvatur in fractiones partiales, erit 

d R / m -4- n -4 - 1 n -}- r \ 

m-t-n-H2\ R — S "^ (n-f-i)K-f-.(m-hT)l^ 

_j d S / m-\-n- -{- i I m-4-T \ ^ 

"^m-|-n-f-2\ S — K * (n-f-i)R-H(^H-irs^ 

SCU 

(m-f-n-H 0(^R — 9 S) . (n -+- i) 9 R-h fm - h QdS ^ ^ 

R — S '^ (n^-ijR-f-^m-f- i)S ' 

unde integrando obtinemus, 

(R — Sr+^^+^Kn^ l)R-f^(m -f-l) S]=:C. 
Sit R — S zz: u, erit 

C 

(n + 1) R -f. (m + 1) S zn r— rr , 

hincque 

(m4= 1) M rt 

m -j- nn- 2 u^-+"*-+-« ' 

— (n-H l)u a 

m-t-n-t-2 u^H-n-f-i> 
tum vero 

^ ^ (fn — fi)d II (ni -^ n) adu 
Vdx=i zrr-rz , ct 

w \zt™+'»+' m-t-nH-2/\ww+«+' m-hn-i-2/ 

Corollarium 1. 
623. Hinc ergo integrari potest ista aequatio 
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du/ aa (m — n)a r^» •<-l )(/»-»- l)Mtt\ 

^ — ( 1-.. ^^-i--. 1—0« 

u \^u»»»-H»»+a (m-H n -1- 2) u«+* (mH-n-t-2)* / 

quippe quae per se fit integrabilis, si' multiplicetur per 

(a (m-<-l)u\™/ a (n-4-l)u V 

« 

Corollarium !^. 

524. Sit m zz: /7, €t aeqtiatio nostrA erit 

2naydu aadu 
ydy^ T 1 — 1 — rie •— ^ wdu zz: 0, 



oujus multipncator fest [(y ^ -7^777)^ ■'^ | ^"l*^* ^uare si pona- 



ZOZ ^r— -A luduziz 0, 



■ 

mus y zz: z — -^YipiJ ttequatio prodit 

a7)z azdu 
-1 

quae integrabilis fit multiplicata per ^zz — luu)^. Vel ponatur 
z:zziy et azn^b, erit aequatio 

ct multiplicator (y y -^ u u)^. 



Voy — wdu -. f- ■ — zz 0, 



Corollarium 3, 
6 25. Si mzn — rty prodit haec aequatio 

ydy - "^9u + "-j3- + K«" - 1) "^" - -«- = ' 

quac integrabilis redditur muitiplicata per 



•dAPUT Ilt «tff 



PosUo autem y -f^ | rr z," fHredit haee ««qiuitip - 






5 

quain kitegrabilem: nddH hie maltiplicator > \.i 

CDToliarltiRi 4« '^ 

1126. Ponamiis liic iStzriet;,' et habdbitar itfta neqnaiia ' 
uiii;dv -4- Maw[t;v-7- ni; -4-i (nn — l)j:z:^xdv, 

%^aae 81 mukiplicetnr per I- 1 , utrBmqjoe membfum 



fiet mtegrabile. Posito emnr v ' ' . ;?M| .■, ^ ,v iw^ iiir.8jMi .;•) fccm: 






1 •. 



n _^_ 1 ~ ^.^- fy^ . .<. 'T- -; .. 



)T.- 



2 (t — *; 

oritur 



» V« 1 / 



— \ 1^ ■* ■ nfi^*^^^^ ^ ' . ■ * -^^ 

.cujus integrale est . ,, - l';jj o: ; t.M. :..;; 

-2(1-0 y (1 -'^f^ 

^ 5 c h 1 » o n. 

^amus, ponamus m — — A — 1 -f- jji et 7i zz: — X — 1 — |*fi?^*»i 
^it i/i -^^ rt -4- %?=:^— iiX^.fie^qne aenuatio 



Ai» CJAPUT m. 



qttae per hunc muItiplicatoieB» J^tegra^Uia - redditur. . 
Ponatur y -^ au^^+^ — uz, .ct( drietui^ h£^c..tfq»ifi^ ^-i, t .' 
cui respondet multiplic^tor ^r. *. . - j ' ' } i 3 
Reperitur autem integx^al^ 









auinUftjTii .jjf.rtrfj, f, ... ._ _. . . .._, , 



• . 



jr(-+VT-^/-^n»-%F)-' 



2Xu 



&. 



quod crgo co^iiTt&nil %ii^~ aeqi|fttipni d{fl^ 

»3« + ^ (^ 4- ^?) (* -'^0 = »»• "^ ?«• 

F r b i e m a 68. 

62 8. ' igsius - a:, iunctioiies' Pi Q » R et X deftnire, ut haec 
aequatio dy ^^'t/$dx -^Xd^ z:z o integrabilis reddaiur per hunc 
multiplicatorem ^_p^_^-^. 

S lutlo. 

/ .. •• 

Debet ergo essc 

JL ;) .yy-4-X jr_ -n » • 

hincquft . . 



2 y (Pj/f/ H- Qy + R) — (yy + X) (2Py -h Q) 

;' . >y 9P — ydQ — 8R, 



d« 



ergo fieri debct 



-• 
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i '. «^ ^ 13 



Quare habetur Q=: — ||z=i^; ^ X'~r--|5., «ajntp ergo 

d d P 

d or constante r e?t d Q ciz -7^ ^j^ > pndfc ficri opd^tet v: v 



' ^ ' ^. 



o-D-^ 4 aPaR3« *dP_A «^,, 






cujus integrati^. prac^t P» ='i/i;^,p, .,hiiic R f=: ^ -H« ^, 



; H 



ap ^ V c 1 ap» aap 



d«' ^** ^ P P »^ fppTsc^ t'P dTC^ • • 

Fonamus% i^-3*: S S ^ m S sit ^iiSittio* xjuaccunque- ipsini ,25, -i^btteebi* 






". 1 •• if 



^juibus sumtis valoribus, per se integrabilis erit haec aequatio 

• • « 

:\,. . ..'•-. • .Scho!iOtt.-- •■•/ -■ --^f;^ 

• I 

529. Hacc solutio commodius institui poterit^^ multipncaton 
trifeuatur haec fovma ;;--— — %^ — --»=-w ut fieri dcbeat 

amdc oritur 

- 2PQyy^a:-4- ^VRt/dx— 7?-^Xdx 
— \f'yd? — 2pXi/0.r— Rc)P 

— 2Q:irap -f-BaR. ^~"^' 

' .-F"2Py:)Q 
iibi ex singulis commo<^lc dcfiriitur -p i scilicet 



8ST , c A p u T nr. 

Hiac conigitnr 2Q (R -j- X>.3^ = dR^ vmic ftm^ ipsnm ^^lemm* 
tam ^x definiamus,. 3a?zz: ^^i|^ . ^i » ^pO' iniliiEe aubstitfiUr adipifr 

cimtir • ' 

•* 

«nde eolligimns .".:_- 

-r aQQ3R — aQ K3Q — KaR ^ ir . ▼ -♦■. ?lQft--lLi^ 

* — TQdQ^:^ » "^ *"^*— .Q^Q — in • 

fti»c^ dte ^ ^^_--^j , at^ne ^ -*. TCQO--1? » i«o<|W5 

P = Ai/(QQ:-R). . 
Kat QQ — Kz;::Si «c repetietnr - >* -''' 

atquc Pr=:A)/S^^ Quocirca, hBbebimus haQC acquationcm:^ 

quae integrabliis redditur per hunc multiplicatorem 

V s Vs^ 

Ad ejus integrale inveniendum,^ sumantur Q et S constantes, prodi- 

bitque 

J (y-hQ)' — ^ — 2^ y^Q-^ys-^ ^ y . 
cxistente V certu functione ipsius S vel Q, Jam difierentietur hacc 
forma sumta y constantc, proditquc 

aQ /s - cQ:rKr_).a s ^ ^^_ yy9s_f-4QS9Q— QQas- sas 



(y-+-Q; ~s ^ ~" 4Q[(2^-HQ)' — S]/s 

ideoque 

^y yydS -^-aQy3S-t-QQas — sas > 9 S 

4Q [(>•+- QJ-^ — sjys — 4,0.71' 

Ix quo aequationis nostrae integrale est 

I jy-j-Q—Vs fds^ p. 

*SHt-Q-i^ys "+"4/ avs — ^- 



■ » ' >■ 
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'■'. ,11 't ■ • C <^rO'Ilarium 1.' 

6S0. Singularis est casiis, quo'^ R :rz Q Q, fit enhiK' »- 

dp ^r\^ QO^* — x^«4-aQ «ao — 2X3« 

-y ^ 2Qox ^ ' — -g;^ — Qj- „ 

uMk*-£us doM «Ai^Quationcs elicimns 

QQaa?-^Xda: — dQinO et QQ^dx^Xdx — dQz=:(fr 
quae cum inte&f s^ 6^veniant^ erit 

HdJc = d Q — Q Q^a:, et /P =: 2/QjSx. 

.CoroIIariunt 2« 

I» • - • . . » : . . - ' . , 

S5i. Sumto crgo Q oegatiro ^ ut babeamus banc aequado 
aem 

Ciaee Integrabili» reddiku: per Iranc muitipUcaioi!fm 

;. Et Ihteerare erit 

^ri:^ e^ «/0 3 * -I- V — Conat. 

«bi T est ftinctio Ipsius x^ ad quam defihtendam , diffei'endetuti 
ramta y conftante 

«Bde fft ¥=:/«— »/Q 3*337, ita ut iiltegrale £i 

fr-' «/Q 5^^« "dx = C. 

y — Q 

Corollarium 3v 
132. Froposita ergo aequauono^ 



si ejus integrale pflrtlcnl^re '^ltlbd&fti' t&aii^Oi/ :i: Q, vt tit 
ideoque . 

dy -hyydx — ^Q — QQ3a:rr:0, ; 

wultiplicator pro ea erit (yJ^Qy ^^-^^^^f ct integrale coxnplc- 
tum ■ • . . / 



t I 



S c h o 1 1 o n. 



» • * 



.. /: . ' ' ' i' -r '• 



533. Aequatio autem in praccedente scholio inventa 

non multum habet in recessu, pc^si^o enup y + Q m 9 prodit 

in qua, ut bini priores termini in unum contrahantur , ponatur 
z ~ V y S, repcrieturque 

quae cum sit scparata integralc erit kl~~—lfQ^^. ubi cst 

,, — >.-t5 
*^ — j^s • 

Acquatio autem in Ipsa solutione inventa 
^2/ •+• !/i/a.r ^ — ,- - 33^ _ 0, 

ubi S cst functio quaecunquc ipsius x, et —^zz:^.^", inagii 
ardiia yidetur, dum per sc fit integrabilis, si divi Jatur per 

*^^ dx ^dx^^^ss — \^ dxJ ^ S$' 

At sumto T conslante intcgra!e repcriiur 

p^ Aic. tang J^2i^^-i? -f- V = Const. 



• 



dx 'dx 
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nunc ergo ad fUnctionem Y inremendami tumatur cUfferentiale po8it| 
t§r ' oonsUhtel \. cpxodr- eft 

• * • 

. ct «equari debet alteri paxti . .^^ . i ., , ,; . 

Ergo •• • '' '-^ 

SSyyarc~3.Sya8H-|g-4--^ _ax 
- "" ., .SSCSy-^l^r^rC . .~SS- 

QuQcirca iategrale <^inplctum est 



• • I 



SSydx — S3S , tdx ^, 



^ Arc. tang. -" ^^^^ hj^^ — D. 

« 

Quod 61 sumamus S ~ x^ hujus ftequatioms 



integrale completum est 

Sin antem fit S = x", 

ob || = n»«^' et d,|| = n(»— 0««— «a«, 

jBtegrari poterit haec aequatio 

^ . ^ Cdx n(n — 1) Do? 

Jategrale enim erit 

i/C ^ i/C (2/1— i;a?'^~' 

' •— ~" ^^^^ ^ ^ 

Supra autem inyenimua hanc aequationcia 



r\ 



r V 



• 



iS6 CAPUT in. 



» ■ » 



ad «epai*ationem reduci posse , quoties fuerit m sr: ^yT^^jiiW 

ergo casibus functionem S assignare licebit, ut nat .j| — -^^^Cx*; 
^uod cum ad aequationes differeiitiales secundi gradus pertineat « 
hic non attingemus. 

Problema 69» :--..•: 

534. Definire functiones P et Q ambaram tariabilium 
or et 2^ , ut aequatio differenualis fdx-^Q^yzzzO^ dirisa per 
Px -f-Qy flat per se integrabilis. 



Sotutio. • 



* • V 



- ▼ # 



Cum formula ■• p^^T.^— tftbeat eSse Integrabifis , statnamus 
QrrPR, ut habeamus ^-f^Jy^, «tque darrM^x-j-N^y: Qo|^ 
re fieri oportet 



^ d . r— r ^. — 3^ 3 • 



K • *■ f ( 



tmde nanciscimur ^j^^yj^zz:^— j^^ seu N zr: — — ; Mnc fit 

DR — Mdo: ^— ~My. ^ ^T* ^ » ^"^^ furmula cum debeat 

esse integrabilis, nccesse esl sit M 2/ functio ipsius — , •qtni' 

^ '^Ty^ ^ — ^ "7« «'^tque ex Jiac integratiene prodit R~(|):|-, seu 
quod codnm redt, R erit funclio nullius dimetisionls ipsarum nr ct.y, 
Quocirea oum ^znAj manifcatum est huic conditioni sati^fieri, si 

P et Q fuerint fanclioncs homogeneae rjusdcm dimensionum numcri 
ipsarum o: et y; hoc ergo modo eandera integrationcm aequatiorrum 
komogenearum sumus assecuti, quam in capite supeiiori docuimus. 

C r o 1 1 a r i u ra 1 . 

636.. -Cum igiuu- ^— ■fllt-4.Uegr»bn<». ai fuent Rr<P:-^-, 
«c» K ix: - (p : - , erit eiiiun haec forniula 



• - * » f . . « 



CAPUT IH. A3f7 






' . . J M 



t — .^^— — 5L* integratilis^ quae ita repraesentari ^potest 



dt - /«dtt^ 



i.-*-^:(.rr-f?) 



. ^ ; 



ubi littera denotat functionem qusmcQnqM ^iltif«6s'9ufllifa6;- ^ 
636. Ponatttt Y = x «t ^ = ^, «tque haec fonnnla 



crit per se integrabilis. Quare posito ^ ~ y" ^ * ^^jr~'/'Y')» 
haec fonnula ^^^ry^ ^^^' P^^ ^^ integrabilis . quaecunque functio 
sit X ipsius 07, et Y ipsius y. 



Corollarium 3. 



£37. Quare si quaerantur functiones P et Q, ut haec ae- 
quatio Pdx-^Qdyzz: fiat integrabilis , si dividatur per P X -h Q Y, 
exjstente X functione quacunque ipsius x^ et Y ipsius j/, decet esse 

Corollarium 4. 

5 3 8. Quare si signa Cj) et vp functiones quascunque indi- 
<ient, fueritque 

'=i<i>-(J^-f-^ etQ^iv^.: (/3^-42), 
haec aequatio P^or+Q^t/— integrabilis reddetur , si divida- 
tur per PX-f-QY. 

S c h o I i o n. 

539. Hinc ergo innumerabiles aequationes proferri possunt, 
quas i;itegrare licebit, etiamsi alioquin difficillime pateat, quomodo 

43 



aas 



CAPXJT m. 



■ i 

\ 

l 

» 

r 



J 



m 

eae ad separationem variabilium reduci queant. Verum haec ime* 
stigatio proprie ad tibrum secundum Calculi Integralis est referei- 
da, cujus jam egregia specimina liic habentur; definiyimus enim fime* 
tionem R binarum variabilium :t: et y ex certa eonditione inter 

M e^ N proposita scilicet Ma?-f-Ny— seu ^(s^) -*-yvd")-''i 
hoc w% ex certa diflerenttalium conditione« 



m 



CAPUT IV. 

D£ 

INTEGRATIONE PARTICULART AEaUATIONUM 

DIFFERENTIALIUM. 

De f i n j tio. 
£40, 

Jntegrdle parthculare aequationis differentialU est relatio Tariabilini 
aequationi satisfaciens , quae nullam novam quantitatem constantem 
in se complectitur. Opponitur ergo integrali completo, quod con* 
atantem ih differentiali nen contentam inTolvit^ in quo tamen con« 
lineatur necesse est» 

Corollarium 1. 

541. Cognito ergo integrali completo, ex eo innumerabilia 
integralia partlcularia exhiberi possunt, prout constanti illi arbitra- 
riae alii atque alii valores determinati tribuuntur. 

Corollarium 2« 

542. Froposita ergo aequatione differentiali inter Tariabiles 
0? et ^, omnes functiones ipsius x^ quae loco ff substitutae iequa- 
tioni satisfaciunt^ dabunt iategralia particularia^ nisi forte sint com«^ 
Pkta. 

C or II ar ium 3* 

543. Cum omnis aequatio differentialis ad hanc jTonnam 
^=:Y reTOcetUTi exiftefttc Y funotiooc quacunque Ipaarum apcty. 



-810 :*":::r.:!;;:*- CAPITT 17. 



• • - *• 



. • >. ■--.: t«»-H *i#ii .<•■#*» <r»i'-» ••■•#•* 



si ejusmodi constct relatio inter a: et y, unde pro x^ et V resul- 
tcnt valorcs aequales, ea pro integrali particulari erit habenda, 

^ Sc h 1 it)n 1. 

544. Interdum facile est integrale particulare quasi diviHa- 
tioiY> ;<i9H(gcTO ; ^chiti ' si pr opoisita Sit haec aeqaatio. ; '• lAi 

Statim liquet ei satisfieri ponenda yzizxy, quae relatio cura nonso* 
lum nuUam novam constanteaiy sed ne eam quidem a, quae in ipsa 
aequatione difFerentiali continetur^ implicet, utique est integrale par* 
ticulare: unde nihil pra intcgralt <)orapIeta colligcre licet. Saepc 
numero qui^em cognitio integralis particularis ad inyentionera com- 
]p*»ii^iafmY |^ateftciirq^«^^ h:o'e ij)s6 "(BX^fnf^fd^ ^s\i Yeiiit; 

M ^«pitf 8i ^ttttiamia: yzzzx-^z 'fit 

cTQx 4- a^dz -f- x^?ix -+- 2 xz^x -4r,z^3:p iz; a^d^ h*- x^dx r^ opzdx , scu. • 

*■ 

a ad z -^ X zd x ^ z zd xziz O^ 
quae aequatio posito z.:^ ~ abili iH hltna 

dxv dx -V 









.,i- ■■-:- '• rr.^ «• 



/ 



xdx — 'XX 

nr 



' **' * ' J dd a a a 

quae per e , zzz e muItipHcaCa £t integrabilis^» et dat 

XX —XX XX — xx 



2 a a /» 1141 a -v a a a /• a a a -^ 

e vzzzje ox^ seu i; zz: e je ax, 
q^tiod ergo est miaxiTne transceridIAfid^"'cutnt iafiien simplicissimum iU 



— X» 



Md pariicuFare involvatr sdlicet? ki ciofistana ihtegratlone y*e 3a: 
invecta sumatur infinita, fit v zzz oo et 2 zzi , unde y zn x. In-' 
terdum autem integrale '^arlJctiiirfe pdi^um jUvat ad complctum ia-^ 



.u ;:j X 



tt 




CAPUT IV. 34« 

i manifesto satisfacit yzzix^ posito autem «/ — ^ + c^ prodit 

jus resolutio haud facilior videtur, quam illius. 

■ I 

Scholion 2. 

f ■ 

645. In his exemplis integrale particulare statim in oculo^ 
urrit, dantur autem casus ^uibus difHcilius perspicitur; et quaiif 
im raro inde via pateat ad integrale completum perveniendi , ta* 
II saepenumero plurimum interest integrale particulare nossei 
a eo nonnunquam totum negotium confici possit. Jam enim.ai^? 
dvertimus in omnibus problematibus , . quofum solutio ad aequ^^ 
aem differentiaiera perducitur, constantem arbitrariam per integi'a- 
lem inveotam ex ipsis conditionibus, cuique problemati adjunciia, 
ei*minari, ita ut eemper integrali lantum particulari* sit opu^; 
ire si eveniat, ut hoc ipsura integrale particulare cognosci po^siC; 
5 subsidio completi, solutio problematis exhiberi poterit, etiamsi 
jgtatio aequationis difFerentialis non sit in potcstate. Quibus .^ 
easibus sine integratione vera solutio inveniri est censenda; prop- 
2a quod proprie loquendo nulla aequatio difFerentialis integrari 
jtimatur, nisi ejus integrale completum assignetur. Quocirca utile 
: eos casus perpendere, quibus integrale particulare exhibere licet. 

S c h 1 i n 3^ 

546. Maximi autem est momenti hic animadvertisse, no» 
ties valores aequationi cuipiam differentiali satisfacientes pro ejus 
jgrali particulari haberi posse. Veluti si habeatur haec aequatio 

= Y^a — x) ' ^^^ ||-"/(^-^)» P^^^^^ ^-^ fit t^^ l/(a-:r)rO, 
m l^ nr ^ ita ut aequatio x zn a illi differentiali satisfaciat , 

1 tamcn nequaquam ejus sit intggrale particurare. Integrale nam- 
I complefum est j/ — C ^ 2 )/^(rt' — x) seu" a — x±l (C -«/)^ 
le quicunque talbr donstahti C^ ' tribuatut , '•' nuhquanl . sequitut^ 
i^ o; zi 0; ' Simili' nib^io huic Aequatioiii 
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^ y "^^ V {xx -^y y — a oj 

satisfaoit haec aequatio finita x x ^y y IH::!. aa^ ((uae taiiieii inte 
iategralia particularia admittl nequit, propterea quod in integmt 
completo y zz: C -+- )/ (a? a: -+- yy—^aa) neutiquam continetur. 
Quare ad iutegrale particulare non sufBcit, ut eo aequationi diffi 
rentiati satisfiat, sed insuper hanc conditionero adjungi oportet, ut 
in integralt completo contineatur; ex quo investigatio rntegratiiini 
particularium maxime est lubrica, nisi simul integrale completum 
innotescat; hoc autem cognito supervacuum esset metbodo peculiari 
in integralla particularia inquirere. Tum entm potissimum juvat ad 
investigationem ihtegralium particularium confugero^ quando integrale 
completum eliced^ non licet. Quo igitur hinc fructum percipere 
queamus, criteria tradi conyeniet^ ex quibus valoreSy qui ftequatiom 
cuipiam difTerentiall satisfaciunt , dijudicare liceat, utrum aint inte- 
gralia particularia , nec ne? Etiamsi scilicet omnia integralia sint 
ejusmodi valorfes, qui aequationi differentiali satisfaciant , tamen non 
ricissim omnes valoles, qui satisfaciunt, sunt integralia. Quod cum 
parum*adhuc sit animadrersum, operam dabo» ut hoc argumentnn 
dilucide evolvam. 

Pr b 1 e m a 70. 

54 7. Si in aequatione difFerentiali 5 ^ zn -^, functio Q eva- 

4tiescat posito xziza^ determinare quibus casibus haec aequatio 
sc zzza sit integrale particulare aequalionis difierentialis propositae? 

S o I u t i o. 

Cum sit Q — 1^, posito xzia &t tam Q=0 qtiam qz^O, 

unde hic valor xiiza aequationi difFerentiali propositae 5y — -^ 

utique satisfacit, neque tamen hinc sequitur eum esse integrale. 
Hoc solum scilicet non sufHcit, sed insuper rcquiritur, ut aequatia 
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jpma in integrali completo contineatur, si quidem constanti per 
istegrationem inyectae certus quidam valor tribuatur. Ponamus er- 

go P edse integrale formulae ^, ut integrale completum sit ynC-^-P; 

cni aeqnationi ponendo x :zz a satisficri nequit , nisi posito xzna 
fiat P =: oo, tum enim sumta constante C pariter infinita, positio* 
nt xiza quantitas y manet indeterminata , ideoque si posito xz:a 
fiat P =: oo, tum demum aequatio x ziz a pro integrali particulari 
erit habenda. £n ergo criterium, ex quo dignosdere licet, utrum 

Talor xzzza aequationi differentiali d^=i— satisfaciens simul sit 

ejus integrale particulare nec ne? scilicet tum demum erit integrale, 

aa posito a?rza non sotum fiat QzizO, sed etiam integrale P— /^ 

abeat in infinitum. Quod quo clarius exponamus, quoniam posito 
xziza fit QznO, ponamus Q^zzz{a ~ a?)'* R, denotante n numc-^ 
rum quemcunque positivum, et cum aequatio 

-. d X d X 

oyziz 



Q (a — xy R 

induere queat hanc formam 

^ a 3 .r ^}) X ydx . S 9 r 

y • — f- ■ -j ^ _t- 



(a-xy {a—xf—^ {a^xy— ^ ^ R ' 

/* Ct^ X 
7 -r- qui ai posito 

3t zn a evadat infinitus, etiam integrale Fzzzf-^ erit infinitum , ut* 
cunque se habeant reliqua membra. At est 

adx oL 



/OLC 



_.» 



{a-xy (n — 1) (a — xy 

qnae expressio fit infinita posito xzizia^ dummodo m — £ stt nu* 
merus positivus , vel etiam n — 1 . Quare duramodo exponens ii 
non sit unitate minor, posito Q — (a— a:)'*^ acquatio a?i:z:a pro 
integrali particuiari erit habenda.. 
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Corollariutn 1. 

548. Quoties ergo posito Q iz: (a — xY R cxponens n 
unitate minor, aequationi dyzzi-^ non conrenit integrale partieula 
re X zna^ etlamsi hoc modo aequationi differentiali satisfiat. . 

CoroUarium 2. 

5 49. Si exponens n est uniiate minor, formula 5^ fit infi- 
ijita posito :?: — a; unde novum- criteriutn adjpiscimur : . Scilicet pro* 
posita aequatiorie d y ~ -^, si positq xzii a fiat quidem Q — , 

at 5^ — 00, tum val.0» o? zn a non est^ inta^vale pa^culare illius 

aequationis. 

C or 1 1 ar i um 3. 

5 5 0. His igitur casibus exclusis, aequationis dyziz^j ubi 
posito xzzza fit QzirO, integrale particulare semper erit a:— a, 
nisi eodem casu xzzza fiat ^znoo; hoc est quoties valor for- 

mulae -^ fuerit vel finitus vel evanescat. 

S c h I i o n 1 . 

5 51. Haec conclusio inversioni propositionum hypotheticarum 
innixa licet videri queat suspecta ac regulis Logicae adversa, verum 
totum ratiocinium regulis apprime est consentaneum , cum a subla- 
tione consequentis ad sublationem antecedentis concludat. Quoties 
enira posito Q m (a — xY K exponens n est unitate mipor, toties 

g^ fit zzi 00 posito X zzz a. Quare si posito x zn a non fiat 
■^^zzico, ideoque ejus valor vel finitus vel evanescat, tum cei'te 
cxponens n non est unitate minor, erit ergo vcl major unitate vei 
ipsi.^aq^qualis,. utrpque autem casu integrale V zzz/-^- posito xiza 
fit infinitum , ideoque aequatio x zzz a est integrale particulqj-e. 
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^uare si in aequatione difFerentiali S^rziQ-, posito xziza^ fiat 

J2 i^ j exarainatur valor ^ pro casu xzia^ qui si fuerit rel fi* 

litus vel evanescat , aequatio xzn a est integrale particulare ; sin 
iutem is sit infinitus, ea inter integralia locum non habet^ etiamsi 
lequationi differentiali satisfiat. Eadem regula quoque locum habet, 

si aequatio difFerentialis fuerit hujusmodi ^j/ — ~q" ^^^ 5i— o' ^^ 
posito a: zii a fiat Q iz: , quaecunque fuerit P functio ipsarum 
r et y; quin etiam necesse non est, ut Q sit functio solius varia* 
bilis x^ sed simul alteram y utcunque iraplicare potest. 

S h I i n 2. 

56,2. Demonstratio quidem inde est petlta, quod quantitas 
Q, quae posito xzza evanescit, factorem implicet potcstatem quam* 
piam ipsius a — o?, quod in functionibus algebraicis est manifestum. 
Yeram in functionibus transcendentibus eadem regula locum ha* 
bet| cum potestate talibus dignitatibus aequivaleant. Yeluti si sit 

d^=^-^^|~, ubi Qzz:/a: — /arzZ^, fitque Q=:0 posito 
xzna^ quaeratur g^iir^, quae formula cum non fiat infinitapo-^ 
sito xzna^ integrale particulare erit xzna. Quod etiam valet 
pro aequatione d y — j^—y^j dummodo P non fiat zn posito 
x:n:a. Sit enim Pzz— , erit integrando yzzC^lClx — Id) et 

l-hzey ^. Sumta jam constante Czzoo, fit/^iziO, ideo- 
que o? zz a, quod ergo est integrale particulare. Simili modo si 



X X 

sit 3y zz P 3 0? : (e* — g), ubi Qzzc* — ^, ideoque posito x:za 

X 

fit Q zz ; quia -^ zz ^ e* , hincque posito a: zz a fit ^ zz: ^ , 

X 

erit i: zz a etiam integrale particulare. Sumatur P zz e.* ut inte- 

JL ^ _^ 

gratio succeiiat, et quia ^zzC^-f-a/(e^ — «), hincque e * zz: 

44 
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«-f-tf " , statnatur C~oo, ent e" = e, ideoque xnza, quo^ 
ergo manifesto est integrale partlculare. 

Exemplum 1. 

563. Proposita aequatione differmtiali dt/^,-y^ in quc^t 
S evanescat posito x = a, dejimre casuSf quibus aequatio a;~^a 
est yus integrale particulare. 

Cum hic 8it y»S — Q , erit 9 Q =r ^h : ergo ut iiitegral^= 
particulare sit arnza, necesse est, ut posito j; = a fiat ^l — ,3«y .i^ g 
quantitas finita. Hinc eodem casu quantitas ^^ fieri debet finiu^e^ 
unde cum S eTanescat, etiam 5—, ac proinde ^ cTanescere debet : 

adSddS >'dd S 

Tum autem posito x^a illius fractionis Talor est ' asajc* '~^'5«*' » 
quem ergo finitum esse uportet, Tel = 0. Quare ut asquati^s» 

a: =: a. sit integrale particulare aequationis propositae, hae condi 

tiones requiruntur, primo ut posito a: iz:; a fiat S cr 0. Secund^HO 
ut fiat ^ z^ , ac tertio ut hujus forraulae -s-i valor prodeat Te^=l 
finilus, vel =: , dummodo ne fiat inBnite magnus. Si S sit func 
tio rationalis, haec eo redeunt, ut S factorem habeat (a-^x)^ tc^sI 
potestatem altiorem, 

S c h 1 i o n. 

55-^. Haec resolutio usum habet in motu corporis ad cen — *' 

tmm viriura atiracti dignosccndo, num in circulo fiat. Si enim di- * 

etantia corporis a centro ponatur ^z.x, et vis centripeta huic di— -^" 
stantiae conveniens ^X, pro terapore t talis reperitur aequatic^^ 
d t ziz y (E j ^^^ ' ' ' ' ' —lax xjx d x) * "'^' ^ **' constans per praeceden— * 
tem integrationem ingressa, cujus valor quacritur, ut hinc aequatio— 
ni satisfaciat Talor x ™ a, quo casu corpus in circulo revolvetur-^ 
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ic ergo est S:=iEx x-—c^ — 2 ax x/X dxj vel sumi potest 
^^ E — -- — 2 a/Xax. Non solura ergo haec quantitas, sed 



iam ejus differentiale g^ :iii -3 — 2 a X evanesccre debet posito 
izra, neque tamen difterentio-difFerentiale -5— | — — ^ ±clx 

infinitum abire debet. Inde ergo constans a erit valor ipsius Xy 
i hac aequatione a x^ X zz: c^ resultans, qui est radius circuli , 

quo corpus revolvi poterit, dummodo constans E, a qua celeri- 

s pendet, ita fuerit comparata, ut posito o: m a fiat E — ^ — }- 
ol/X d x; nisi forte eodem casu expressio ~ -f- ^ — seu sal- 
m haec ^ fiat infinita. Hoc enim si eveniret motus in circulo 

Cf X 

lleretur ; ad quod ostendendum ponamus X n: b -}- Y (cl — a?) , 

s— nz — ^ .. ' V fiat infinitum posito x ziz a , et aequatio 

x^Xzzzc^ dabit a a^ 6 ~ c\ Tum vero ob 

3 

/X d xzzLb X — I (a — x)^ erit 

E:::z:aa6-f- 2 aabziz3 a ab^ 

>straque aequatio fit . . » 

xd X 

t— . ^ -^ 

)/[3aa6a7a7 — ad^ b — 2 ab x^ -\-^ ax x {a — ?t)^] 

li valor x zn a certe non convenit tanquam integrale. Fit cnim 

Szi: a(a — a;)[ — aab — abx^^bxx-^-^xx-^ (^a — x)\ 

3 
ijus factor cum non sit (a — x)^ sed tantum (a — ar)^, intcgrale 

irticulare xziza locum habere nequit. 

Exemplum 2. 

6 5 5. ProposUa aequatioiu differentiaU yzn -~ in qua 






i/^" 
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S evanescat posito xziza^ invenire casus quibus integrale partU 
culare est x ZZL a. 

Cum fiat S zz posito o? ni a, concipere licet Si:(a-a?)^R, 

m ATTl TTl 

eritque denominator |/ S^ zz: (a — rr) ^ R ^* , unde patet aequatio- 
nem xzzza fore integrale particulare aequationis propositae, sifue- 

rit — nuraerus positivus unitate major, seu saltem unitati aequalis, 

hoc cst, si sit vel Xzz:— vel X ^ — , quae dijudicatio si S sit 

functio algebraica, facillime instituitur. Sin autem sit transoendens, 
ut exponens X in numeris exhiberi nequeat, uti licebit altera regu- 

* dQ mS n 9S 

la: scilicet, cum sit yS^nz Q, erit "ai zn r^ , cujus va- 

' nox 

lor debet esse finitus vel nullus posito xzna^ siquidem integrale 
sit X zz: a. Sit igitur quoque necesse est hoc casu quantitas 

:r — - — finita. Quaeratur ergo hujus formulae valor casu aoi, 

ox^ 

qui si prodeat infinite magnus, aequatio xzzia non erit integrale, 

sin autem sit vel finitus vel nullus, erit ea certe integrale particu- 

lare aequationis propositae. Hic duo constituendi mat casus, prout 

fuerit vdi m^n vcl m<^n. 

L Si m^n^ quia posito xzzza fit S^ — '^zz:0, nisi codcm 

B S 

casu fiat g^zz:oo,^ certe erit xzzza intcgrale. Sin autem fiat 
j^zzioQy utrumque evenire potest, ut sit integrale et ut non sit. 
Ad quod dignoscendum ponatur ^ zz: T,. ut nostra formula. evadat 

gm — n 

— ;j;;j^, cujus tam numerator,, quam deaominator evanescit posito 

xzzia, ex quo ejus valor reducitur ad 

(m — n^S^-^-^aS — (m— y2)S^-^--'3S^+^ 

nT^-'dT "" ndx^^ddS ' 



i^ 
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11 81 slt vel finitus vel nullus, integrale crit xzzza. Slmlli modo 
terius progredi licct distinguendo casus m^n+1 et m<^n-i-l.. 

11. Si m<fn, formula nostra crit — — — ^r — --, cujus valor 

i fiat finitus, necesse est ut sit ^zzO, ac praeterea, quia nume- 

itor ac denominator posito xzzia evanescit, formulae nostrae va- 
T erit 

(n — m)S«-'^-'aSda?« (n — m^S'*-'^-"'^^;^' 
uem finitum esse oportet. 

Facillime autem judiciura absolvetur, ponendo statim a?rk3t+co, 
am enim posito xziz.a fiat S~0, hac substitutione quantitas S 
smper resolvi poterit in hujusmodi formam: 

Pc«}^-4-Qa}PH-R«'^4- etc. 
ujus tantum unus terminus P ca* infimam potestatem ipsius co com- 



lectens spectetur ; ac si fuerit vel a — — vel a J> — , aequatio 
^zzia certe erit integrale particulare^ 

S c h I i n- 

556.. Haec ultima methodus. est tutissima, ac semper etiam' 

1 formulis transcendentlbus optimo successu adhiberi potest* Sci- 

icct proposita aequatione 3yzi:-^^ in qua posito x — a fiat 

2 izz , neque vero* etiami numeratof F evanescat : statuatur 
:ziia-f-co, et quantitas ox spectetur ut infinite parva; ut omnes 
jus potestates prae infima evanescant, atque quantitas Q hujusmo- 
li formam Ro)^ accipiet, ex qua patebit nisi exponens X unitate 
iierit minor, aequationem; xzna certe fore integrale particulare ae- 

luationis propositae.. Veluti sl habeamus. dyzzz—r' '"^^rr^ ^^- 

* ^ ^ ^ i/ ( 1 -f- cos. 2L5) 
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luor dantur integralla particularia a-i-x:zO, a-^atno, b-hyz,(^ , 
b —y^Q. Integrale completum vero est 

J/-4:-| = |/C + ^/|l-f. seu 

C^-D™ = C(|:±|)^Tei 

(a -H xf — y)^=:C(a— a:)« (b + y^, 

imde illa sponte fluunt. 

Corollarium 6. 

662. Hmc patet si fuent dyzzi- — ; — T^rr-i — nST vv » 

integralia particularia fore a-+- x^ 0, b-+- x^ 0, c + ^rnO, s^& 
modo esponentes a, ^, y etc. non fuerint unitate minores. Quaiuw^ 
81 Q sit functio rationalis ipsius a:, proposila aequatione 9y~^i. i 
omnes factores ipsius Q nihilo aequales positi, praebent integraUivJa 
particularia. 

S c h 1 i n 1. 

563. Hoc etiara pro factoribus imaginariis valet, etiamsi in j^- 
de parum lucri nanciscamur. Si cnlm proposita sit aequati» £o 
3 y ~ ~ °4r » ^^ denominatore aa-|-a:a: oriuntur integralia par~:^- 
ticularia xzzza)/— 1 eta^zz: — a]/— 1, quae ex integralf -*^' 
completo, quod est y— C + Ang. tang. — minus sequi videntur:*' ^- 
Verum posito a; — a ■(/ — 1 notandum est, esse Ang. tang. )/— t i 
— oo |/ — 1 , unde si constanti C similis fonna signo contrari» 'o 
affecta tribuatur, altera quantitas y manet indeterminata, etiamsi po«^- 
natur aiz^ay'— 1, quae positio proptei'ea pro integraH partici^v> 
lari est habenda. £st enim in genere 

Ang. tang. « / _ 1 =/^^ = '^-^ ! \t-.. 




n^ yrito uzZr^i irel uz=:'^ I, prodit eo)/-«-l, qnod nij|. 
itam ia cdnsa ett^ at integralia «ssigiiata loeum lubeaDt. Qm|* 

irca^^in genere affirmare lieet, si fuerit dyziz^^^ deQominatorqM 
^ faetorem habeat Ca-4^x)\ cujns exponens X unitate non sit mt« 
or, scmpcr aequationem a-f-arznO forc integraie particulare. SUt 
utem X sit unitate minor etsi positivus, non erit a«4-a?=zO inta- 
rale particulare» etiamsi posito x~*^a aequationi diflerentiafi 
atisfaciat. 

S eh o 11 o n 2« 

564. Insigne hoc est paradoxon a nemine adhuc, quantum 
aihi quidem constat, obserratum, quod aequationi difterentiali ejua« 
aodi valor satisfacere qucat, qui tamen ejus non sit integrale; at* 
ue adeo vix patet, quomodo haec cum solita integralium idea cen« 
iljari possint. Quoties enim proposita aequatione differentiali ejua» 
oodi relationem variabilium exhibere licet, quae ibi substituta satis» 
Eiciat, seu aequationem idcnticam producat, vix cuiquam in mentem 
enit dubitare^ an illa relatio pro integrali saitem particulari sit ha« 
enda, cum tamen hinc proclive sit in errorem delabi. Yeiuti etiam« 
i huic aequationi dyy^(aa — xx — yy) — xdx^ydy satisfaciat 
aec aequatio finita xx-^yyzizaa^ tamen enormem errorem com* 
litteremus, si eam pro jntegrali particulari habere vellemus, prop« 
jrea quod ea in integrali completo yznC — ^iaa — xx^^yy^ 
eutiquam continetur. Quamobrem etsi omne integrale aequationi 
ifferentiali satisfacere debet, tamen non vicissim concludere licet^ 
mnem aequationem finitam , quae satisfaciat , ejus esse integrale ; 
erum praeterea requiritur, ut ea certa quadam proprietate sit prae* 
ita, cujusmodi hic exposuimus, et qua demum efHciturt. ut io in« 
fgrali completo contineatur. Hoc autem minirae adversatur verae 
itegrttlinm notioni, quam hic stabilivimus , neque hujusmodi dubium 
iiqaam in integralia per certas regulas inventa cadere potest; acd 
kntWB ia ejusmodi integraiibus, qoae dirinando quasi imnns atic» 

4» 
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IMi, Jooam tiabet S«epe numero a«rtem; Iffstndo tiittjgMMi5 "tMh 
iaceedit, diTinationi plurimum tribui solet, tum -tgihir ifialhnejM» 
«fegsdiim est, ne relationem quampiam aatisfacientem .'temere Tpre^iiH 
legrali particulari proferamus. Quod cum jam in ^equationibur ac^ 
iparatis aimus asstcuti, quomodo n omnibus aequationibus differentiti» 
I)bu8 bujusmodi errores vitari oporteat^ sedulo investigemus. 

Pr o b le ra a 72. 

56 5. Si quaepiam relatio inter binas rariabiles satisfaciat ae« 
quationi diflerentiali, definire utrum ea sit integrale particulare, nec ne? 

S o I u t i o. 

Sit P3a:n:Q3y aequatio differentialis proposita, ubi P tt 
Q aint functiones quaecunque ipsarum x tX, y^ cui satisfaciat re* 
latio quaepiam inter x et y^ ex qua fiat y =i: X^ functioni acilieei 
cuidam ipsius rr, ita ut si loco y ubique scribatur X, revera pro» 

deat P 3 a? — Q 3 y seu |- — -^. Quaeritur ergo utrum hic ra- 
lor y ~ X pro integrali aequationis propositae haberi possit nee 
ne? Ad hoc dijudlcandum ponatur y— X-f-o), fietque jjj-^j^— s 
ubi notetiu: si essct wzzO, fore |^ — ^-. Quare ob oi exprca- 

aio -^ hac substitutione reducctur ad k- tma cum qtiantitate ita per 

Ot affecta, ut evanescat posito (o = 0. In hoc negotio sufficit u 
iit particulam infinite parvam spectasse, cujus ergo potestates altio- 

rea prae infima negligere liceat. Ponamus igitur hinc fieri q^^ 

rf- S co^, habeblturque |^ — S w^ ^^^"^ zzi S d x. Ex superiori* 

bus jam perspicuum est , tum demum forc y zr X integrale parfl* 
eiifiare, seu (ozzrO, cum exponens X fuerit unitate aequalis Velmlh 
jof: siiniiis CBim hic est ratio ae supra , ' qua requiritttt , ttt iMegrft» 



1» fS^xz^ I Tx B^t infinituni casn proposito, qno » = , hoc 

aMen noh eTenit, nm X sit unitati aeqnalis^ yel ^> 1. Qnodsi er^ ,^^ 

gb^aeqnattoni P&xzrQdy 8fin 5^ — ^^ satisfaciat rater yzziX^ 

statuatur y izzX M-o), spectata particula co infinite parva, ct inre*' 

atigetur hinc forraa y ~ ^ ^ -4- S o)^, ex qua nisi sit X <J t con- 

clndetur, illum valorem yzizX ts$c intcgrale particulare aequatio* 
nia propositae. 

S c h 1 i o n. 

566. Cum 0) tractetur ut qnantitas infinite parva, valor ip« 

tins 7c posito y =31 X -f- 0) per diflerentiationem commodissime in- 

Teniri posse yjdetur. Cum enim ^ sit functio ipsarum a? et g(^ 
statuamus 

et quia posito y — X, fractio ^ abit in y- per hjrpothesin, A 

loco t/^scribatur X-|-co, ea in 5^-4-^(0 transibit, unde ob cx- 
ponentem ipsius iCO unitatem sequeretur, aequationem y — X sem* 
per esse integrale particulare, quod tamen aecus eyenire potest« 
£x quo patet differentiationem loco substitutionis adbiberi non pos* 

se; cjtiod quo clarius ostendatur, ponamus esse "5 — >^(y""^)^a^ > 

xaaii^ jposito y — X -f- ca manifesto oritur ^ ~ 5^ -h >^«. At dif* 
ferentiatione utentes ponendo 

a. J=:Maa;4.N9y, 

flet N = ;;yTF^^^' hincque f; = 3* •+• N o), quae expreasio ak 
illa dtscrepat. Illa scilicet aequationem y ~ X ex integratitta du- 
mero remoTet, baec Tero admittere Tidetnr* Verum et hic notai»* 



•M 
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4hmi. est qvantitatem 11 ipsam potestatem Ipaiut «i Begattre hrri^^^ 
fty unde potestas a) deprimatur. Quare ne banc rfitionem <pecls«* 
re opus 8it, ^emper praesint vera substitutroipe nti» differeatiatioM» 
•eposita. Hoc obscrvato baud difBciie ertt omnes rmlores» qul ae^, 
^piationi cuipiam differentiali satisfaciunti dijudicare, tttmm sJDt rersi' 
sntegralia nec nc? 

Exemplum 1. 



567« Cum huie €uquationi 

manifesto satisfacicU yzzix^ utrum sU yus integrak particMdare 
mc ne? dejlnire. 

Ponatur y=::r-4-a)» et sjpectato u^ nt qnantitate miauBm^ etL 
l^ nr a;* -|- m x^ — ' O), et 

(i — y«)*=:(l — a:* — ma?*~»fc))* 

=: (1 — ra:*)* — mn«*~"«(i — a^>*-**, 



imde aequatio r^ — ziz — 
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— — ; ubi cum » habeat dimensioQem t 
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tegram , aequatio y =ix certe est integrale particularc 
differentialis propositae. 



Exemplum a. 
66S» Cum huic aegwUiorU 




CAPUT IT. Ut 

$0tis/i»eiak vaihr yzrzx, investigcure-, utruin 4s ^t ,^us integralt 
particutnre nee ne? 

Ponatur y zizx -^ (a et sumta ta quantitate infinite parta 
eum sit y iy y — rt .r) nr ]/ 2 a: «, erit a^ tj^-^zzd x ^ 2 x (t^ "seo 

^i^ -Zi^ X y 2 X. Quoniaro igitur hic 3 o) dividjtui' per potesta* 

tem ipsiua a)t cujus exponens eat unitate minor, sequitur ralorem 
yzzzx non esse integrale particulare aequationis propositae , etiam* 
n ei satisfaciat. Scilicet si ejus integrale complctum exhibere lice* 
rety pateret, qnomodocunque constans arbitraria per integrationem 
ingressa definiretuTi in ea aequationem yzzzx non contentum irL 

S c h o 1 i o n* 

669* Hinc nora ratio mtelligitur^ cur dijudicatio integralif 
ab exponente ipsius O) pendeat. Cum enim in exempfo proporita 

&cto yzzx^^ prodeat ^^ zz^b x^ 2 x^ erit integrando 2 a)/tf> 

ZZzC-^^lx ^ 2 X. Yerum per hypothesin (i> est quantitas infinite 
parva, hmc autem utcunque definiatur constans C, quantitaa o) ob* 
tinet ralorem finitum, qui adeo quantumvis magnus evadere potest, 
quod cum hypothesi adversetur^ necessario sequltur aequaUonem 
y zzz X integrale esse non posse ; hocque semper evenire debere , 
i|aoties b la prodit divisum per potestatem ipsius 0)^ cujus expcment 
imitate est minor. Contra vero patet, si facta substitutione expo» 

fite prodeat ^zzzKdx^ ut posito /R darn / S fiat /w^/Ch-IS^ 

•eM « =z: C S 9 sumta constante C evanescente ntique ipsam qaan» 

dii) 
titatem o) evanescere, quod idem evenit si prodeat —zrZzKdx^tsa^ 

<i) 

iiente X > !• Erit enim — r r: C-S seii (X-l)*!^"^' 

(X— 1) ii)'^^* 

fzi^—t mide somto C=:cot quMititM n f€fWk At cvaaeaocni':^ 

«I IgrpoUieait eiiji^C 



SVi CA?UT IV. 

Caetemm «eqtifttio hujus exempli , posito m zzp p^'^ ^^ 9t 
y ziz p p -4~ 7 7 9 ^^ irratjonalitate liberatur , fitque A a^ ^q rr:- 
4pg(pdp-gdq)3 Bire adq^nppdp-pqdq^ quae nullo modo tracta* 
ri posse yidetur; neque ergo ejus integrale completum exhiberi po- 
cest. Cui aequationi cum non amplius satisfacit xzziy seu i7~0«. 
hinc quoque concludendum est, ralorem yzzix non esse integrale 
I^rticulare. 

£ X e m p 1 um 3. 

570. Cum huic aequationi 

aady — aadxizidxCyy — xxy^ 

satisfaciat valof^ yzzzx^ investigcwe , utrum is sU ^us integrak 
parficulare nec ne? 



Ponatur yzzx -^t^ spectata o) ut quantitate infinite parva^ et 
ob yy — xxzzz2xtj^ aequatio nostra hanc induet foimam a a d ct) 

ZZi2xti^dxj seu — — zz^x^dx. Quia igitur hic 9(0 dividiturper 

potestatem primam ipsius (o , aequatio yzzLX utique crit integrale 
particulare aequationis propositae, atque adeo etiam in integrali 

completo continetur. Hoc enim invenitur ponendo yzzLx -^ - ^ 

quo fit 



f 



* »11 



Multiplicctur pcr e**, et integrale prodit 

^••ttz:C-f-/6*^3a:^ hincque ^ 

XX XX 

Qucdai ergo constans C capiatur infinita, fit yr=:ar. ' '' 






CAP^X IT^. 
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, ,♦ • -. * r S. c h 1 1 QA» *, ^^ . ,^^ , 
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47 i- v-Sl^ in hac^ aequatione ut supra ponatur. x z^Zpp^^.aa 
et yznp p-\-q q^ oritur aadq —ppq (pdp — qdq)^ cuLsaUs* 
faclt 7 i:. , unde casus yznx nascttur. At facta hac transforma- 
tionc difiiculter patet, quomodo ejus integrale inveniri opbrteat. Si 
quudem superiorem reductionem perpendamus, inteUigemua banc ae* 
quationem imegrabilem reddi si raultiplicetur per tf0^i^""M)-'«*:y^, 
quod cum per se haud facile pateat, consultum erit hac substitu» 
tione uti pp — qqzizrr^ qua &t ppzziqq-krr ct p^p-^.qdqZLrbr^ 

U&de aequatio abit in aa^dqinqr^ri.qq-^rr)^ sctt ^^znrd^r-H 

— ^ , quac posito — zz: s facile integratur. Quoties crgo licet ejtt^ 

modi relationem inter variabiles colligere, quac aequationi differen- 
tiali satisfaeiat, hoc modo judicari poterit, utrum ea relatio pro in* 
iegrali particulari sit habenda«iiec ne? Pro inventione autem hu* 
justnodi integralium particularium regulae vix tradi possunt; quae 
enim habentur regulae, aeque ad integralia completa invenienda pa* 
lent. Ita quae supra circa aequationes separatas observavimus , ot> 

• 

rd ipsum quod sunt separatae, via simul ad integrale completuoi 
est patcracta. Simili modo si altera methodus per factores succe* 
dat, plerumque ex ipsis factorlbus, quibus aequatio integrabilis red* 
ditur, integralia particularia concludi possunt; quaemadmodum in se^ 
quenlibu» propositionibus declarabimus» 

■•; 

Theorema. 

5 72. Si aequatio difTerentialis Pdop-f-QdyznO per fimctio* 
nff^ M multiplicata rcddatur integrabilis ^ integrale paruculajce erit 
y nisi eodem casu P tcI Q abeat in infinituuu 



Demonstratio» 

m ■ 

ractorern ipsius M^ et pstCQdendiiiii 
integrale partic;plme aequatipnia pv 



m CAPUt tv. 

€km m Mipefnr c#rt«e functioni ipsarnni x et y» tfeflniatnr mit 
attera ▼eriabilis |f« ul aequatio prodcat inter binaa Tariabilea jretffi 
i|uae 6it Rdx-J^SduzizO^ nnde posito muttipKcatore Mz^nNa^ W 
tegrabitis erit haec forma 

HRudx-^tiSudu—O. 

Quodsi jam neque R neque S per u dividatur^ quo casa ponto 
u~0 neque P neque Q abit in infinitum, integrale utique per u 
erit divisibile. Nam sive id coHigatur ex termino NRuBx spec* 
tata u ut constante, sive ex termino NSu^u spectata x constante, 
kitegrale prodit factorem u impUcans, si quidem in integratione con* 
ftans omittatur Unde concludimus integrale completum bujusmodi 
formam esse habiturum y~uC. Quare si haec constans C nihilo 
aequalis capiatur^ integrale particuiare erit u~0, iis scilicct casi^ 
b)is e^ceptisy quibus fuuctiones R et^S jam ipsae per u essent di* 
Tisae , . ideoque ratiocinium nostrum yim suam amitteret. His ergo 
oasibus exclusis, quoties aequatio Pdx^Q^dy:zzO per functionem 
M multiplicata fit per se integrabilis , eaque functio M factorem ha« 
beiit tt, integrale particulare erit uzzlO^ quod similitcr de singulis 
iactoribus functionis M valet^ 

S c h 1 i o n« 

5 73. Limitatio adjecta absolute est necessaria, cum ea ne* 
glecta universum ratiocinlum claudicet. Quod quo facilius intelliga* 
tur| considereraus hanc aequationem 

•^* • dy-,a;r— 0, 



y-x 

quae per y ^ x multiplicata manifesto fit integrabins: ponamua er* 
go hunc multiplicatorem y — xzzzu^ scu y zn x -4- u, unde no* 

stra aequatio erit ^^ -f- d u z=: , quae per u multiplicata , abit 

in a d X -^ ud u zz. : ubi cum pars a^ x non per u sit malti* 
plicata, neutiquam ' coneludere licet integrale per u fore divisibilcy 
«jiuippe quod cit ax ^^uu^ Hinc patet, si modo pars d:r pcr 



CAPUT lY. 361 

u esset Tnultlplicata, etiamsi altera pars du factore u careret, ta^ 
men integrale per u diyisibile fore, veluti evenit in u^x-^t-x^du^ 
eujus integrale xu utique factorem habet u. £x quo intelligitur,. 
81 formula Puda:-j-QdM fuerit per se integrabllis, dummodo Q 
non dividatur per u vel per potestatem ejus prima altiorem^ etiam 
iategrale , omissa scilicet constante, fore per u diyisibile. 

Theorema. 

5 74. Si aequatio differentialis P3a:-4-Q5yr:0 per functio* 
nem M divisa evadat per se integrabilis, integrale particulare erit 
Mz:0, nisi posito M:zO vel P vel Q evanescat. 

Demonstratio. 

Habeat divisor M factorem m, ut slt MnzNu, et osten- 
di oportet , integrale particulare futurura m — , id quod de 
singulis factoribus divisoris M , si quidem plures habeat , est te- 
nendum. Cum igitur u sit functio ipsarum x et y, definia* 
tur inde altera y pcr o: ' et u , ut prodeat hujusmodi aequatio 
Rdx--f-Sdwzz:0, quae ergo per Nw divisa per se erit integrabi- 

lis. Quaeri igitur oportet integrale formulae -^ -}- "^^ ^bi as* 

sumimus neque R neque S per u mulliplicari , neque hoc modo 
factorem u ex denominatore tolli. Quod si jam hoc integrale ex 

^solo membro -^ — colligatur, spectando u ut constantem, prodit 

i<J «/— sr^H-0-w; sin autem ex alteromembro -^ sumta a: con* 
Stante colligatur, quia S non factorem habet u, id semper ita erit 
comparatum, ut posito umo, fiat infinitum. £x quo integrale , 
quod sit V, ita erit comparatum, tft fiat znoo posito unrO, qua* 
re cum integrale completum fnturum sit V~C, fauic aequationi , 
sunita constante C infinita, satisfit ponendo u — 0. Concludimus 
ilaque, si divisor M n: N u reddat aequationem diflferentialem Pdj: 
Q c) l^ = 6 per se iQttgrabilem , tx quolibet dtvisoris M &cM- 

46 



S6^ CAPUT IT. 



rc u obtineri integrale particulare u— 0, iiisi fortfe posito ttzzfl, 
quantitates P et Q, vcl R ct S eranescant.. 

€ r o lla ri trm l^ 

6 75. Si aequatio P^:r: -f-Q^dyzi: fuerit homogenea, caut 
Stipra (§.477.) vidimus integrabilis redditur, si dividatur per ParH-Qy^ 
quare integrale ejus particulare erit Pa?-+-Cly — 0- Quae acquatio 
cum etiam sit homogenea,. factores habebit formae aa? -h py^ quo» 
imm quisque nihilo aequatus dabit integrale partfculare^ 

Co r ol la r iu m- 2* 
5 76. Pro hac aequatione 

dlivisorcm, quo integrabilia redditur,^ supra §• 488. cxHibuimu8| un^ 
de intcgrale particulare concluditur y ziz , tum vero 

nyy-|-(2na — b c} y -f-n (6 — 2 c) x y 

-f- (n a -|- c c ^-^ b c) (a -|r- 6 x •+• n a; ar> m , 

eujus radices sunt 

ny — ^6 c — na -f-n (c — | 6) oth^ (c -^nx) }/ ({b b — n^fl^» 

C r 1 1 a ri u m 3. 

577. Pro hac aequatione difFerentiali 

diviaorem, quo integrabilis redditur, supra §• 48 9. dedimus, unclc 
integralc particulare concludimua 

» ~ J/ + n ]/ (1 H- a: o:) (1 -+- ^ y) = , scu 

t/y — 2a:2/H- orirrilnn + nnararH-nnj/^-j-nnx^ryy,; 

« quo porro fit y. = - ,.L n n (. ^ Txr-^'- 



Corollarium 4., 



dy-^-yydx^i^—Q 



578. Pro hac aequatione differentiali 

multiplicatorera supi-a^ §. 4^1. invenimus — d^x )» a > undc inte- 

grale particulare concludimus xx(l — xt/)^ — aniO , hincque 

r (l— ^a:j/)zii:+:|/a, seu ynr^Hh^, ita ut bina habeamus inte- 

gralia particiilaria, quae autem imajginaria evadunt, si a fuerit quan* 
titas negatiya. 

5 ch li n* 

579. Haec fere sunt omnia, quae circa tractatlonem aequa- 
tionum differentialium adhuc sunt explorata, nQnnulIa tamen subsidia 
evolutio aequationum diflTerentialium secundi gradus infra suppedita- 
bit. Huc autem commode teferri possunt, quae circa comparatio* 
nem certarum formularum transcendentium haud ita pridem suntin* 
vestigata. Quemadmodum enim logarithmi et arcus circulares, etsi 
sunt quantitates transcendentes , inter se comparari atque adeo ae* 
que ac quantitates algebraicae in calculo tractari possunt, ita simi^ 
lem comparationem inter certas quantitates transcendentes altioris 
generis instituere licet, quae sciiicet continentur in formula hac 

/ dx 

ubi eiiara numerator rationalis veluti 9( + 95 ^ + S ^^ + ctc. ad- 

di potest. Quod argumentum cum sit maxime arduura , atque ade.0 

vires Analjseos superare videatur, nisi certa ratione expediatur, in 

Analj^sin inde iiaud spernenda incrementa redundant; imprimis autem 

resolutio aequationum differentialium non mediocriter perfici videtur, 

Cum enim proposita fuerit hujusmodi aequatio 

9 « _^ dy ^^^^ 

statim quidem patet ejus integrale particulare x~f/, verum inte- 
grale completum maxime transcendens fore videtur, cum utraque 



S64 CAPUT lY. 

formnla per 8e neque ad logarithmos ^^ neque ad arcus circulares 
reduci queat. , Quare eo magis erit mirandum, quod integraie com» 
pletum per aequationem adeo algebraicam inter x et y exhiberi 
possit. Quo autem methodus ad haee sublimia ducens clarius per*^ 
spiciatur, eam primo ad quantitates transcendcjites notas, hac for* 

wiiU J y/^//i^^x^cxx) ^^^^^ applicemus, deinceps. cjus utuoi 
ia iormuUt iUit magis complexis pstensuri. 






CAPUT V. 

DE 

COMPAKATIONE aUANTITATUM: TRANSCENT- 

DENTIUM IN FORMA ^.^^/AVe ^lo 

CONTENTARUM. 



Froblema 73.. 

68 0.. 

1 roposita. inter x et y hac- aequatibne algebraica- 

a.-|- 2 p (a? -f-^y) 4-^y (a?ar -f- yy) 4- 2 5a; j/= e 

invenire- formulas integrales formae praescriptae y quae inter se eom-- 
parari queant.. 

Solutio.. 

DilTerentiietur aequatio< proposita,. et ex ejus dlfferentiall 

2p9x-^2f33y-|-2Yx3a;4-2vy3y~|-2 5a;3y-H2 5y3«Z0^ 

eolligetur haec aequatio 

9a:((3+ V ^-+-5«/)-l-32/C3+y «/-l-5a:)zi: 0. 

Btatuatur i^-\-y x -^^yzzzp et p-f-yy-f-Ja:!!:^,. atque ei pri- 
ori. erit 

ai qua< subtrahatur aequatio- proppsita per V muUiplicata: 

— « Y-h 2 (3 y «-f- 2.y (3 jf-rf--'^ Y».a:-^y yy j^ -»- 2 y 5* J<i» 



ft66 «CAPtJT T. 

.•fictquc 

Similique modo rcpcrietur 

qqzzz^^ — ay-H2p(5 — yJar-HCSS— YV^^^> 
vunde ^crij: /^do^+^d^^ziO. Cum jam sit p functio ipsius ^j et f 
similis functio ipsius x^ ponatur 

|3p^ay=:A,^(5 — y)=:B, ct 55 — yY=C; 
lUnde coUigitur 

iiincque . 

5 BB-hPPC ^ ^^ ppC— BB . 

o_— Tb^ — "V— — SbF"' 
jprima rero dat 

^ PP — A iBPOP^A) 

7 PPC— fifi 

Qiubus valoribus jwro a, V> 5 assumtis, acquatio —^-^r^^O tbit 
ip hanc 

»^(A-4^afi«-HC«»)^^y(A-f-aB^-+-C^>) ' 

.^ui crgo aequationi differentiali saflsfacit acquatio 

afiprpp — A) «/>• X 03C ^Bfi^ 

/^ cl-fifi ^ -^ 2 p (o: + y) -4- ^" ,b^ C^^-^yy) 



quac cum contineat constantem noram |3, crit adeo intcgrale cam- 
pletum aequationis differpntialis, inveqtae. 

Neque vero opus est, ut formulae illae ipsis litteris A, B, C 
aequentur, sed sufficit ut ipsis sint proportionales, unde fit 

pp — g/y A^ . Sj^y £ 

R^— 7) — B ^^ r' — fi* 

Ergo 

- ^P PpAC ■ aPA 



CAPUT V. sdr 



Quare aequationls difTerentialis 

3x I _^ dy 

integrale completum est 



-+-2 7^(13^— yB)aryzi:0, 
ubi ratio y constantem arbitrariam exhibet. 

C o r o 1 1 ar i u m 1. 
581. Ex aequatione proposita. radicem extrahendo fit 

y — — — — ^ f 

ieu loco a et 5 substitutis valoribus, 

Corollarium 2. 
5 82. Si ergo a?iz:0, fit 

^,^ _P I / PPAC — a(37AB 

Jr— • /y I r 77BB ' 

ponatiu: hic valor zza, ut sit 

yBa-4-(3Bzz:/(|3(3AC— 2(3yAB), 
unde sumtis quadratis oritur 

yyBBaa-i-2(3yBBa-H(3(3BBz:/3/3AC — 2(3yAB, 

hincque 

y — A — Ba-t-yArA-HiBa-hCaa) ^_, 

-L_ — ^ ^ ' ■ "^ , seu* 

P Baa » ** 

P^ B(A4-Ba-4->/A(A-4-flBa-hCaa) 

7 AC — ^J^ 

Scholion i. 

283. Ut aequatio assumta 

c^4- 2 |5(a:^y)4-y(xx4-yy)-i^3 5a:i/=s:o- 



sd8 cA?uf y. 

satisfaciat aequationi differentlali 

dx ?y ^ 

necesse est ut sit 

PP~ay^mAj(3(5-^V)=:^B ct 55-yy=:mC, 
unde fit 

(3-HYy ^-Sa: — }/m(A-4-2Ba;-4-.Ca:a:) ct 

At ex daiis A, fi, C, litteratitm rt, p, y, 5 et m trestan- 
tum definiuntur; <]uare cum binae maneant indeterminatae, aequatio 
tssumta, etiamsi per quemyis coefficiebtium dividatur, unam tamen 
constantem continet noyam^ ex quo ea pro integrali completo erit 
habenda.^ Quare etsi aequationis differentialis neutra pars integra- 
tionem algebraice admittit, tamen integrale completum algebraice 
eAhiberi potest« Loco constands arbitrariae is ralor ipsius y in- 
troduci potest , quem rccipit posito xzziO : cum autem evenire pos- 
•it, ut hic valor fiat imaginarins, conTeniet istam constantem ita 
dcfiniri, ut posito xzna fiat yzzLb^ quo pacto ad omnes casus ap* 
plicatio fieri poterit. Hinc erit 

PH-t" uH^6 6 y A-f-aB6-+-C66 ^ 

undo culligitur 

a — (7 Q-^^) V ( AH-'^ Bfl-4-Cflff ) — (VR -f-^fl) / ( A-4-^ f\M-C6B) 

' — ^(A-hiBaH-Cflfl^H-i/fAH-^BM-Cfc^) ^^ 

* ^ ^ V(A-l-2fl64-Gfci»)— y(A-t--,B«-hCa#| 

•cu 

J ,n- (y^7 )( 6-a) 

Y - V (A-f<5fi^C66)- V(A-i-aBa^CaaJ* 

Ponatur brevitatis gratia 

]/(A-4~2Ba-f-Caa)z:5( cty(:A-h2B6-HC46):rg5, 
ut lit 

p- «(Va^-tO --< B(t»-<-««) ^ 



CAPUT Y. 



M 



aequatio ^(S — y^zimB induet hanc* . formam 



-•v 



e fit 






V A ~ V B (a -^^ ft) 
5 A — 5 B (a -f- 6) 



V C (a a — ofc H- 6 6)? _ 
^ Ca6 



1= 



tuatur ergo 

•y:znSl33 — wA — nB(a-»-ft) — nCaft 

3=«A-f-nB(a-+-6)HnC(aa — a6-4-6ft) — i*S(S5 

,/m- "^^-''^;':!:;'-"^ r=n(6-a)(%-g) 

P zz: n B (6 — a)*, ergo 5 — y 

le cum sit S h 



m 



>ere8t ut fiat a Y 



— n(6-a)«» 

nC(6 — a)', erit utique SJ-ayY— mC. 
|3 (3 — m A, hoc est 



a Y iz: n n B B (6 — a)* — n « A (6 — a)* (© — a)* «eu 
a y =1 nn (6 — a)« [B B (ft — a)* — A (83 — «)'!. 

1 cum posito X znz a fiat y = b , erit quoque 

ct— — 2 13 (a -f-6) — Y (*<»■+"**) — 2 Jaft, 



icque 

a= n (a — 6)* (A — B (a-f- 6) 

de aequatio nostra assumta est 

— a)" [A — B (a-f-6) — Ca6- 

— [A-f-B(aH-6)4-Ca6. 



Ca*-Sta5]; 



SIS5]-f-2B(6-a)»C 
a85](xa?-f-yy) 



»> 



-f-2 [A -t-B (a-f.6) -+-C (aa — a6 -(-66)-9(]6]«V^ t- 



BchQlio n 2. 



(S4. SI potwtnr p=0, ut aeqaalio «t 



4T 



870 CAPUT V. 



y 






7 

Posito crgo ~- a y cz: m A et 5 5 — y y izi m C , m tit 
•yy-j^5x~/m(A ^-Cxx), erit 

?* I ^ ^ — 



cvjus aequationis intcgrale conipletum erit ipsa aequatTo assinnta^ 
pro qua habebitur ^ — •^~— I — > seu o zz: j/(y y — "X"^' ^^* 
autem posito j: ~ fieri dcbeat y zn &, ob y & — }/ m A , erit 
y — ^"J-; tuma— — 6/mA et 5 = /fjy --h '^ C)- Ha- 



bcbitur crgo haec aequatio 

~ 6.^ "^ ^"a — i/ m (A + C J? ^)t 

quac praebet 



quac cst integralc completum aequationis illius di frcrcntialis. Qvaie 
81 X capiatur ncgativc, hujus arquationis dificrcntialis 

_ ax a> 

y(A-t-i:xx> — y(A-t-C7jr) > 
integralc complcium ost 

y_:^^/__^ f.6|/ ^-. 

Quodsi simili modo qalculus in genere tractctur, acquatjonis diffc^ 

rchtiulis 

^x , ^ .^y ^ 

y (A-f-a .- x-hCxjc) "^ > (A-1-ali>-|-C>j) * 



A brovitatis grirtia ponatur }/(A-f-2 B6-4-C6 6)" 55, crit inte^ 
grale completum 

^.'"iB + ^VCA-HaBx.-t.Cxx); 

»• • • 

rade casus pracccdcns manifesio sequitur,. si poaatur .B ziz ft« 



K 



CAPUT V. S7t 

Terum ope levls substitutionis bae formulae, ubi adest B^ ad illum 
caaum ubi B zz •rcduci possunt. 

Pr o b lem a 74. 

S86. Si 11:2 slgnificet eam fnnctionem ipsius s, quae ori* 
tor ex integratione formulae /vTTli-cTzY' integrale hoc ita sumto» 
Qt cvancscat posito z zz: , compaiatjonem inter hujusmodi functio* 
nes instituerc. 

S o I u t i o. 
Consideretur haec aequatio diflercntialls 

dx t^ V 

y(A-hCJclc) V (A -i-Cj^J 

Qnde cum sit per hjpothcsin 

/ y (A-t^^cx^j = n : a: et f.r^^ircj^) = H :y, 

«troque integrali ita sumto, ut cvancsrat illud posito XZIZO^ hoc 
▼ero posito j/ zz: , intcgralc complcium erit 

n : y zz: n : X 4- C. 

Ante autem vidimus, hoc integra!c csse 



^. /A-4-C66 . . AH-C*« 

nbi poslto xznO &i t/~b^ quare cum lliOzzO^ «rit 
11: i/=3 n : xH-n :6j 



<ui ergo aequationi transcendentall sa^isfacit haec algebrtica 



• .f. 



ii modo sumto b negative, baec aequalio 
n lyzzLUix — n:S 

<onvenit cum hac 

sicque um summa^ quam diflcientia duMvm liujutmodi 
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pcr simitem fnnctionem expriroi pote8t. Hic jam milto faabito dh* 
crimine inter quantitates variabiles et conatanteSv dma 11 : z functio* 
ncm determinatam ipsius z significat, scilicet 

qnae ut assumsimus cTanescat ppsito zzi , ut hoc aignandi mbds 
recepto sit 

II:ri=n:;>-+-n:y, 
debet esse 

ut Tcro sit 

UirizzHip — 11:^, 
debet esse 

utrinque autem sublata iiTationalitate prodit inter p^ q^ r haec ae- 
quatio 

p^^q^^r^ — ^ppqq^^pprr-^lqqrr — ^^^^^^^^P^, 

cujus forma hanc suppeditat proprietatem, ut si ;i, ^, r sint latera 
cujusdam trianguli, eique circumscribatur circulus, cujus diameter 
Tocetur —Tj semper sit A-+-CTT— 0. Illa autem aequatio ob 
plures quas comptoctitur radices^ satisfacit huic rtlatloni 

Xi:p±ll:q±JL:rziQ. 

CoroIIarium l. 

686. Hinc statim deducitur nota arctram circulaTiam compft' 
ratio, ponendo Ai: 1 et Cz: — 1. ' Tum enim fit 

n:3=/y^Y:^:=:Ang. sin. «, 
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Ang. sin. r z= Ang. sin. p -^ Ang. tin. q^ 
portet essc 

rz=:p}/Ci — qq)'^qyii'-^pp)f 
: ut sit 

Ang. sin. r zz: Ang. sin p ~ Ang. sin. 9, 
:bet esse 

i eonstat. 

Corollarium 3. 

«87. Si 8it A=l ct C=zl, erit 

ide ut sit 

it 

r =:p /( i -+- ^ 7) -H y >^ ( 1 H-p/)) ; 
; aQtem sit 

/rrH-/(l -*.r/-)]=/0-t./(l -t-p/>)]— /[9-+.y'(i-^V9)lr 
it 

r =;» |/( 1 -h 7 «7) —«/]/( 1 -*-/»/>) , 

i ex indule logairithmonim sponte liquet. 

CoroIIarium 8. 

(88. Si ponamut in priori fonnula geoeraU f^Pi ^t sit 
n : r — 2 n : p , erit 

[ine porro si fiat ' 
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•ointo 



» • 






Ett Tero 

/^2Jr:/tl -♦-^x^d -^^]= l-^-i^. 
«nde ut sit 

n : r =3 3 n : p (H 



A/«-rv- I ^ j r«A 



S c h o 1 i o n. 



6 89. Quo haec muUiplIcauo facilius continuari queati prte^ 
(er relationem aequaupni 

respondenjem, quac est 
aotctur acquatio 

cui rcspondct relatlo 

p — r/i-^-^l-^i/^^-^; undc fit 

1/ ^-^^rr r / A -f-C ^^ f . — £ f ldl£5J) 

•^ A ~q \ A /7' ^ V A ' 

/A + Crr Cp/j , //A4-C^ /^i±.5j?J\ 

K — X — aT ^V\ — a — y V A ^/* 

Quarc ut slt 

n : /• — n : j5 -f- n : 7, 
babcmus non solum 

r zn /i / ( 1 + ^ 7 7) -f. ^r / ( 1 ^ ^ ;> p) . 

icd ctiam 

>/(i^Xrr) = ^/.^-i^>/(l-f-^p/>)(i+|.^9). 
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mis breTitatis gmu» |/(t -t-l-;»/)) =P, a «mto ^p ni 

II:r=: 2 n :p, erit 

r=:2P/?eti/(t -f- f r jr) =: -j^ >;»-♦- P P , 
alor ipsius r pro 7 sumtus dabit 

IlirzzSn.Pt 

nte 

rin ^ />*-+- 3 P P/y, et 

/(1 -^-^rr^rrr^^^^Pp/j-f-P». 
ralor ipsius r denuo pro 7 sumius, dabit 

n : r rr 4 II :>, 



4C 


Pp^-\- 


4 P' />, et 




- 


VO -h 




cc 4 , 


«Cp p 


PP-\- 


q substitUi! 


itur hic 


vaior ipsius 


r, ut 


prudeat 


n:r 


& n : /1 


S 


• 




nte 










r ^*' 

AA 


^5_^.oCpp^3_^ 


6 P*p 


, et 


)/(« 4 


-rr) 


4 c C p 4 
AV r 


k toC 


?^pp- 



p*. 



• I 



\ hinc gencratim concludere licet, ut tlt 

n : r nz /1 n : /1 , 

debere 

r /^ zr J (P-f-/,/^)'-- j(P -.p/4)V ef 

>/(l -J-rr^ziiJ^H-*.,,/^)».^}^^-;»)/^)», 8Ctt 

igilur relaiio tnter /p et r saUslacifit huic M^uatiou diffb- 
ili 

f t 

d r _^ 11 3 ^ ', -^ . , 



» 



»758 CAPUT T. 

4001 : menMneiiiimu esse P z=: )/(l •*- ~t^* ■ ' •> * - , 

P r b 1 e m a 76* 

VTk^czT) — n : 2, integrali ita siiato 
ut eTanescat posito zzz^f^ unde 11 : z fit functio determinata ip* 
aius X , comparationem inter hujusmodi iunctiones instituere. 

S o 1 u ti o. ' 

Consideretur haec aequatio differentialit 
?* , I. ^y — 



nnde integrando fit 

n :a;-Hn:yz:Const. ' 

Integrale autem sit quoque 

quod ut locum habeat necess^ est , sit 

— a y i: A ?n, et 5 5 — — y yzzQ^m'. 
tum vero erit 

yx-hSyzzy^miX-^C yy) , et y y -i- 5 a: z: y^ m (A -f- C x x). 
Fonamus constantem integratione ingressam ita definiri, nt posit» 
xzia fiat 2/ ^ ^\y ^t integrale erit 

II : o? ^ n : f/ r n : a -f ,n : 6. 
Fro forma auteca algebraica inveniendje^ , $\i breviuut gratia 

)/ ( A-H C a o) i: a et / (A ^ C A 6) - 23 , 

€ricqae 

Y a -f- $ 6 = S3 / m et y 6 ^ S a := $( }/ m i 



CAPUT V. «77 



«• t ■ 



«nde colllgitur 

Qiiocircft ae^uatio integralit algebraica erit . . . 

«eu 

(3(*-a5o)f<H-(g3ft-:^a)a:=(66--a/»)>/(AH-Cxar). 

Hinc y per x ita definitur, ut sit 

■'•..:■■ .. ___ («g —• g 6) a^i»- ft i'-^ tf ^d) •Jf A + CxJQ 

quae fractio supra et infra per ^ 6 -f- ^ a multiplicando , ob 
^%bb — ^^aaz=.k(b b — h k) et 

(S(a—gj^)(S(6-f-23a)rz:(S(3t—§5,a3).a6 — §1,^(66— afl)=' 

— (6 6 -ii-aA) (C a*4^'fF^,-- — 

ahit in ;: ' ■>-' __• 

(C g r+ ii g)" x . " ("» ft + g a)V (A ^- C »«") ' '' * ' 

y — A " "*~ A 

Hinc porro colligitur . ; 

(&6— aa)>/(A-f-Cyy) = (g(6 — % a) x 

seu 

/(A-4-Cyy)z:-^*^:r-4-gE|j/(A-hCarar); 

ubi iterum «upra et infra muitiplicando per S( 6 -+• 23 a , fit 

/(A-^Cj,j^)=-£i2i^ ar-+- i^i^ /(A 4- C :r o:). 
Necesse autem est valorem formulae |/(A-|-Cyy) hoc modo po- 
tiu8 definiri quam extractione radicis , C[ua ambiguitas implicaretur. 
Quocirca haec aequatio transcendens 

n:r-4-n:^zzn:/?4-n:7 

praebet sequentem determinationem algebraicam, si quidem brerita- 
tis gratia ponamus y^<A-^-Cjp;>)i:P,}/(AH-C9^)z:Qet|/(A-fCrr)-R, 
scilicet ut sit 

48 
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n : * = n : p + n : y — n : r, erit 

C r 1 1 arium f • 

591» Quoniam eat per hypotbeain 11. :/li::0| si ponamiis 
brcvitatis gratia /(A-f-C//*)=:P, et rsn/, ut sit Ri=F, hae 
aequatio . : , . . : 

praebet 

,3-rfr^+Q.^?j^pQ_/~C/M,^ 

Corollarium 2. 
5 92. Si ponamus q zn/et Qzi: F^ ut sit EE : 7 :zr , hacc 

aequatio 

n : ^ iz: n : p — - n : r 

pracbet 

^/(A-^c.^)—^"'^^^^^";;;^^^?^-'^"^ 

^ CoroIIarium 3. 

593. Si sit CzziO et Azzl, erit 



n : z nr/d z zn: z — /, 

quia integrale ita capt debet, ut evanescat posito x zizf' 
ergo erit P— l,Qz:zl et R:zzl; unde ut sit 



Tum 
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HiszzUip-^Jliq — II: r, 

\ s zzp -^q -^ r, oportet esae 

per 8e constat 

Corollarlum 4. 

%9i. Si sumatur AznletCr^l, fiatque II:zz;A«)g. cos, 
ut tit /= 1, erit . r 

Arc. cos. sr: Arc. <:os.p -f- Artu cos. q -^ Arc. cos* r, 

fuerit 

szzpqr — T^r^Vnq^QKp et 

le sumto rzilj ut sit RzO, et Arc. cos. m , erit snpq^^PQ, 
}/ii—ss)zz?q^Qp. 

S c h o li ou. 

59 5. Hinc notae regulae pro cosinibus deducuntur, quas 
ius non prosequor. Y erum casus facillimus , quo A = et C =: 1 , 

cque fit Tl:zz:f—-z:lzy existente /z: ! , insigni difScuItate premi 

etur, ob expressiones pro s et |/(A-i-Czz)zz in infinitum abe- 
:es. Cui incommodo ut occurratur, primo quidem numerus A ut 
nite parvus spectetur, ^ritque 

lare ut fiat Iszzzlp^lq — Ir^ reperitur 
A.=— rfr+A) (^^ A) ^ pgr 

+ 70-^;^) (rn- A) ^ ^(^-».A) (,^ A). 
singulis membris eyolutis 

A.c ^ A^r Apr A^r . A^^ . Apr . Apq 

af aq ■'' ^ 9^ • mr ' mq * « r 



SBO CAPl^T V. 



«ea s:iz^^ uti natora log&rithttiordni exigit. CAetenim ex fomro- 

Us inventis haud difBculter multiplicatio hujusmodi functionfm trMB- 
tcendentium colligitury :TeIuti ut sit n:2ifiz:iill:ir, relatio inter x 
et y algebraice assignari poterit» 

. ^ Pr.ab tem a 76: 



«•6. Si ponatur n^rii?/^-^^^^^, sumta hofe intcgiari 
ita ut evanescat posito zznO^ comparationem inter htrjusmod^Aioc* 
tiones transcend^ntes i»¥estigare. :/ ^ 

S o lu t i 0'. , 
Statuatur inter binas varlabiles or et ^ ista relatio 

mde fit 

U — • ————— 

Ponatur — ay—Am et 55 — yyzzzCm, ut sit 
Y2/-h5^ — ]/m(A-4-Ca:x) et 
ya7-4-5^zi:|/m(A-i-Ci/j/>. 
At illam aequationem diflerentiando fit 

d X (yx-hSy)-{-By (yt/-hSx)t=:0, sc\x 

^x ' dy ^ 

y(A 4- C XX) "T 7(A=rcJ35 ^- 

Jam statuatur 

VCA-f-Cxx) ^ /(AZ+xJjy): — ^^ V '^'^ 
ut sit integrando 

n:a?-f.n:y — Const.-f-V/m. 
Cum igitur sit 

y(A-+-C;X>) y(A-hCxx)» ^^^ 
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« 

jquc ob 

-^ryyzL— {yyxx -^ mA ~ mCxx — ^dxx -+- 2Sx }/m(^A -f- Cxx)). 
yy — 55— — mC, ergo 

a V i^ m — 'y7V{A-f-Cxx) ' 

is integrale commode capi potest, dum fit 

V/ _^ J^MxxVm Mmx //. ^ v 
ym=Z — — 77-y (A^Ca?:r), 

lC formula ob 



]/ m (A-f-Cora:)— yy+5a:, abit in 

M X 
77 



V ,/ J^Mxx — 7Mx> — 4*Mxx / Mxy / 



Dcirca habebimus 

n:a?+n:i/ = Const- — ^i/m, 

7 ' 

>tcnte 

Yy+5a7~)/m(A+Ca;a:) et Yar-4-5yzzy^m(A»4-Ci/y) , 
praeterea 

— ayiziAm ct 55 — yy zz: C m. 
constantem defiuiendam sumamus, posito arniO fieri ynLh^ 
sit 

n:a;-+-n:yizin:6 — ^ /m. 

n vero est 

Y^— }/mA et 56 iz::; }/(mAH-mC66), 

o 

VmA . T> ^ ■•rm A4-mC6 6> 
V— — 2,- et d— 5 

ic ergo concludimus, si fuerit 

y / A+a: y (A4-C66) = & )/ (A-f- Ca:a), 
quod eodem redlt 
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denotante H ejusmodi funcdonem quantitatis auiBxaey tit <8it 

" • ^ — J y(A+czzy 

integrali hoc ita «umto^ ut >eyane8cat posito ^snzO. Katura lia- 
rum functionum stabilita, ac «ublato discrimine Jnter qoaiititates iKi- 
stantes ac rariabiles, erit * 

«i fuerit 

p /A + 17 }/<A -f-C r r) =:r ^/(A -hC^ 17) 

unde fit 

;. ~ pVC^ + Cqq)jhqV(A + Cpp) ^^ 

Corollariiim 1. 

697. Sumto z negativo «st 
11:— zzr — II.z, 

unde capiendo quantitates p et q negative, fiet 

n:/j-i-n:<7-f-n:7-— 1^^-r, 

si fuerit 

;j/A-f-9/(A-hCr/-)-f-ry'(A-4-C«7<7)rro seu 

<jr|/A-f-/>/(A-f-C/-r)4-r/(A-{-C;;;;)~0 seu 

r/A-i-/)/(A-|-C<7<7)-4-7/(A-hC;)/»)— vel 

C/> 7 — /A(A -hC rr) -f-/(A-l- C/>/))(A-h C ^7) = 
ex <jua formatur haec relatio 

Cp(/r -h P / (A ^ C79) (A -f- Crr) -h 7 /<A -f- Cpp) (A -\- Crr) 

Y(A-hC/>/>) (A-I-C77) — 0, 
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Corollarium 2. 

69S. ' Hac ergo methodo tres hujusmodi functiones 11 : z ex-^ 
liberi po88unt, quarum 8ummam algebraice exprimere licet; quod 
lUtem de 8umma ostendimus, ralet quoque de 8umma binanim 
lemta tertia. 

Cor ol lar ium 3» 

.599» Si ponamus LinA et MzzzC^ iunctio proposita 11::? 
^J^d^V (A-f-Czz), exprimit aream curyae, cujus abscissae ^ 
ronvenit applicata |/ (A -4* C z z) ; et summa trium hujusmodi are* 
iram ita algebraice dabitur : 

n:p-hn:^-hn:r = ^ 
i inter p^ q^ r superlor relatio statuatur. 

S c h I i n» 

60 0. Haec proprietas inde est nata , quod differentiale d Y 
ntegrationem admisit. Cum nempe esset 

}/m(A-f-Ca:a?)zz:yy-4-5a:, erit 



^ V — Mdx(xx^yy) 



nijus integrale commode ex aequaiione assumta 

ct-hy(xx^yy)-+'2Sxy— 
lefimri potest. Ponatur enim 

X X -^yyznt t et xyznu^ erit 

oL-^ytt-^^Suzno 
it diflerentialiSus sumendis 

xdx^ydyziztdti xdy-^-ydxzizdi^ et ytdt^SduzizO^ 
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ex binls priorlbus colligltur 



Sd% 



mt ^m ^te 



erit 



it* ttt 8lt 

dx(xx-yy), — _ I?, hincque 3 V zi: - ^, * ' ' 

unde manifesto sequitur 



. -• / 



Mtt Mxy 

7 7. ' 



7 7. 

uti in soltttione operosius eruimus. Verum 4iac opera^one comiiio* 
de uli licebit in sequente problemate, ubi ' formulas magib d^mplexaT 
•umus contemplaturi. «• " 



^f-!' 



r I •* • ■ > 



P r oblem^ 77. i j 

_ • 1 « , 






60 4. Si ponatur 

A3g(L ^Mg* + N g4 + Ogg-4- ^fc,) 

•-— / •(A^C»g> ' • 

integrali hoc ita sumto ut evanescat posito z — , comparationem 
inter hujusmodi functiones transcendentes investigare. 
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Posita ut ante inter variabiles x ct y hac relatione 

ct-hy(xx^yy)^2Sxy=:0, 
sit 

•— a Y zz: A m et 5 5 — y y zzz C ni, 
fietquc 

Y2/ ■+-5a: zn j/ m(A -h- C or.r) ct yx^^y—y/m^X-^Cyy), 

sumtisque differentialibus 

^ i ^:y _ — n 

Jam statuatur • 

r {W^c-iT) « TTTTcT^) — cJ v y m 
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ut slt 

n : a? -f- n : t/ — Const. -h V /m- 



At ob TT — > — /.^ .^^ — T , ista aequatio abit in 

>CA-HC») V(A-hC.T«)' ^ 



V(A-HCx*) — ci f y m, 

ct ob )/ m (A -f- C a; 07) — 7 y -+- 5 ar, in haiic 

ax(xx — :y:y)[M-hN(xx-4->: y) 4-0(g*,-4-xx:y:y-h>^)) — ^ y 

Slt nunc X X -^y y zizt t et xyzzzu, ut babeatur 

aH-Y</-f.25uiz:0 ct y*^*"*-5^"=0, 



teu < d / = y- » 

aiquc ob 

a:3a:-f-y3yzilt3« et xdj/ -hyd «'= 3 *^ 

hinc colligimus 

(XX —yyydx — xtdt — y^ttrr — ~? (yy-f- J^) j 

ideoque 

dx(x* — y^) _ ^^ 9« 

7>-t-dx *"" y 
unde habebimus 

aVzz: — ~[M-hN(a?.xH.ysO+0(x*-^rca:yy-+-y*)]. 
At est 

•a;* -4- o: o: y y -4" y* — '* ~ M w. 
Notetur autem esse "t^ — j- » unde concludimus 

:v ^r Mdti . Nf»df t 0/«df . Ottudii 

d V — — 



— y ^ S » * 

""aicque prodit integrando 

— 7 "^ 4^" "^ 6^ * zy 
Quodsi jara ponamus ficri yi:6 si xZQ, erit y z^A ^::: ^'^^^"^-^^ 
ct a — — J|/mA, tum Tcspa 

44 
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j^/A + a:/(A + C6 6) = 6 /(A -{^Cxx) 
a:/A + t//(4^^C66)=z:6/(A^-Cyy) et 
&/A=:a:/(A4-Cyy)+t//(A-l-Ca?a:). 
Hinc cum sit . 

nostra relatio, cui 'satisfaciunt praecedentes determinationes , inter 
functiories transcendentes , erit 

* n •rco-n-iy — n-6 M^ar^ n&(xx+3^>)« ojfax+yyl? 



. 06x3jy3 N^5 



6^ 



3/A 4y(A-f-C^6) 6/(A+C6i^)* 

nbi notandum est esse in rationalibus 

Hinc coUigitur 

^,.,._^,.,a3 a6- 6^*^S/t/CA-4-C6 6) . <266xxyy (AH-C^g) 

y A A 

5 

. 8ar3j/^(AH-C66)^ ^ 
^ A/A "^^ 
ita ut nostra aequatio sit 
mx-^n:y^ll:b-'l^^^-^^^^^Vik + Cbb)-^J^2 

l22!^ / A -+- C & 6) — f^ ( S A -f- 4 C 6 6). 

Corollarium t. 

6 02. Si ponamus 6zz:r, xzzz—p^ ^ — — 7? critnostra 
aequatio 

n:;>4-n:(7^-n:rzz:^(M + Nrr4-0r*) 

- ^^^^^^^^"^^"'^^ Nr^aOr^^-Hl^^^^CaA^^Crr), 
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stcntc pp^qgzzirr^^ /(A + C r r), undc fit 

y (A-t - Crr) rr — ^f) — qq ^ 

VA "~ aj)^ 

Corollarium 2. 

6 3. Substitpto hoc valore pro ^^/^^'^ > sequens obtinc- 
ar acquatio , in quam tcrnac quantitates p^ q^ r aequalitcr ingrc^ 
ntur 

-h^^P^-hg^^-hr^-^ppqq-^pprr^qqrr) 

. satisfaciunt formulac supra datae, vel haec rationalis 

iSm3iIL:=:p^^q^^r^^2ppqq^2pprr^2qqrr. 



C r 1 1 ar ium 3. 

6 4. Si numcratori formulae integralis adhuc adjccisscmus 

minum Pz^, ut essct 

jT /^ag(m-Mg *+Ng^+og« 4-Pg ') 

" • ^ — y vx^c^) ' 

aequationem modo invcntam adhuc acccssissct terminus 
^ {p^-^-q^-hr^-^Pq^-H^pr^^+P^qq-^P^rr-^q^rr-^-qqr^r^^ . 

Scholion. 

« 

6 5. Istae relationes quoquc cx supcrioribus reductionibus 
rivari possunt, cum enim indc sit 11 : z — E f y fA-^Cgg) 
antitate algebraica^ si hic pro z successivc quantitatcs p^ q^ r 
bstituamus , ita a sc invicem pcndcntes , ut antc declaravimus | crit 
r__lP_ u / 9^ r dr — . 

J V(A + Cpp)^J y(A-hC^^) « y y(A4.Crr) " ' 

idc concludimus 

n : jt7 4- n : 7 4^ n : r m/: ;> +/: 7 +/: r, 
inotantc / functioncm quandam algcbraicam quantitatis sufBxac ; 
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atque summa harum trium functionum redlret ad e^ipressionem ante 
invenlam, si modo relatlonis inter p^ q^ r datae ratio babeatur : 
scilicet inde littera C eliminari deberet. Haec autem rcductio in* 
gentem laborem requireret, Hic vero imprimis methodum, qua hic 
sum usus, spectari convenit, quae cum sit prorsus singulariSi ad 
magis arduam deducere videtur. Certe comparatio functionimi tran* 
scendentium, quam in capite se(]^ente sum traditurus, vix alia me* 
thodo investigari posse videtur, unde hujua methodi utilitas \n se* 
quenti capite potissimum cernetrr. 



CAPUT VI. 

D£ 

COMPARATIONE aUANTITATUM TRANSCE^f- 
DENTIUM CONTENTARUM IN FORMA 

Pdz 



h 



/ (A -|r 2 B :3 ^^. C ^ z + 2 D z^ -+- £ a^> 



Problema 78^.. 



606.. 



X roposita relatione inter a: et y hac 

inde elicere functioncs transcendentea formae praeacriptae ,. quas in 
ter se comparare liceat.. 

Solutio». 
Ex proposita aequatione defihiatur utraque- variabilis 

y — ^ y-^lxx ^^ 

•_ — y^-f-VC— flt7-+-(^^ — yy—o^Oyy—yjy^^ 
^ — y-^-iyy ' 

quae radlcalia ad formam praescriptam revocentur ponendo- 

— a y zzlA m, 5 5 — y y — a^m C m ttt^y i^:zE 

unde iit 

Erit ergo» 



m;, 
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y X -h- ^ y -\- ^ X y y z=z y/ m {A -i- C y y ^E y^). 
Ipsa autem aequatio proposita, si difFerentietur, dat 

d x(y X -^^y -h ^ xyy) -^dy (yy'+'Sx'\- ^xxy)zzo 

ubi illi valores substituti praebent 

dx , dy — ^ 

yicissim ergo proposita hac aequatione differentiali , ei satisfaciet 
haec aequatio finita 

— Am^yy^xx-^yy^-^^xyY^y^-^^CmyY-^AEmm) 

^— "Emxxy y zn ^ 

seu ponendo ~ zn k , haec 

— A-^k^xx-^yy^-^-^xy )/(/c/c-f'/cC-4-AE) — 'Exxyyzn 0, 
quae cura involvat constantem /c, in aequatione differentiali non con* 
tentam, simul crit integrale completum. Hinc autem fit 

ky-^x y/{kk -f-AC -f-AE) — Exxyz=:}/k(A^Cxx -^Ex^) et 
*^+y /(*^+*C 4- AE)~Ea:yy =//c(A + Cyf/ -f-Ey*). 

Corollarium 1. 

6 7. Constans k ita assumi potest, , ut posito mzi , fiit 
y nz b , oritur autera 

kk=]/Ak et 6 /(U-^-^lC -t-AE)zz/*(A-f-CW-f-E6*), 
ergo 

^—Tb ^^ /(A'/c-t-ftC-f-AE)z=^/A(A-f-C66-f-EZ^^), 
ideoque habebimus 

Ay -t- a:/A(A -f- Cbb -f- Eb^) — Ebbxxyz^b /A (A -f- Cxx 4-Ea:*) 
et 

Aa?-f-j//A(A+.C66 ^E/^*) — EWa:t/t/i=z 6/A(A-f-Ci^y.t-Ey*). 

Corollarium 2. 

6 8. Haec igitur relatio finita inter x ti y crit intcgralc 
completum aequationis differentialis 
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quod rationaliter inter a; et y expressum erit 

A (a:a;4-5^— 6&)+2a:i//A (A-f-C664-E6'^) — 'Ebbxxyy rz 0, 

Corollarium 3. 



2/ 



60 9» Hinc crgo j/ ita per x exprimetur, ut sit 

_ &yA(A-4-Cxx-hExO — xV AjA-^-Cbb-^-Eb*) 
"" A — E65xx 

atque ex hoc valore elicitur 

/ A-4-C>jH-E>* 

(A4-E6^xx)/(A+C5fe+EM)(A4-Cxx4-Ex0-aAE&x(66+xx)-C6x(A-4-E56xx) 

(A — E66xx)» 

Corollarium 4. 

610. Hinc constantem b pro hibltu determinando infinita in^ 
tegralia particularia exhiberi possunt, quorum praecipua sunt: l) 
sumendo b nz , unde &t y zz, — x; 2) sumendo b zzz oo , unde 

fit y = j^. 3) Si A^C66-t^E6^i:0, hincque 6&-= g+^^C^^^^^^) , 

Unde fit V — ^>^A(A+-Cxx±Ex^^ 

S c h 1 i o Hr 

611. Hic jam usus istius methodi, qua retrogrediendo ab 
aequatione finita ad aequationem diftercntialem pervenimus, luculen- 

ter perspicitur. Cum enim integratio formulae / y/^^n ^ -hej ^ 
nullo modo neque per logarithmos neque per arcus circulares per* 
fici posset , mirum sane est talem aequationem difterentialem adeo 
algebraice integrari posse ; quae quidem in praecedente capite ope 
cjusdem methodi sunt tradita, etiam methodo ordinaria erui pos- 
sunt, dum singulae formulac differentiales vel per logarithmos vel 
arcus circulares exprimuntur, quorum deinceps comparatio ad ae« 
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fluationcm algcbraicam reducitur. Verum quia hic talis integratio 
planc non locum invenit, nulla certe alia mcthodus patet, quaidenv 
integrale, quod hic cxhibuiraus, inyesti^ari posscL Quare hoc ar- 
|;umentum diligentius evolvamus* 

Problema 79, 

612. Si TI: z denotet ejusmodi functlonem ipsius z, ut sit 
11 : r — / —, — ■ , * . ^ A\ f integrali ita sumto ut CTanescat posi* 
%o wno, comparationem inter hujusmodi functiones inTcstigare. 

S o 1 u t i 0« 

• • 

Posita inter binas variabiles x ^i y relatlone supra definitli 
vidimus fore 

i£ 1 i> — 

Hinc cum posito xziQ fiat ^ii^, elicitur integrando 

Cum jam nullum amplius discrimen inter Tariabiles x^ y el con- 
siantem b intercedat, statuamus xznp^yznq ^ et bzn — r, ut sit 
n:/;zz: — II:;', atque haec rclatio inter functiones transcendentes 

n:/7 + n:7-|-n:r~0 

pcr sequentes formulas algebraicas exprimetur, 

(A — E;;;;/T)74-;7/A(A+C/T-4-Er^)+r/A(A-f-C/y>-|-E/>^) — 
scu 

(A — E/>/?V7)r-f-(7/A(A+C;);j-f-E/>*)H-;>}/A(A+C^^+E<7*)z=0 
»cu 

(A — E77r;>.4-r]/A(A4-C9r(7-^E7^*)+(7/A(A+C/T-f-Er^)=zo 
q-iae oriuntur ex hac aequatione 

kQyp-^q — rr) — E;;/;<7^rr-+.2/77/A(A+C;T4.Er b — 0. 
Haec vero ad rationalitatem perducta sit 
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AA(p* + 7* + r^ — 2ppqq — 2pprr— 2qqrr) 
— 2AEppqqrr(pp^qq-\-rr) — AkCppqqrr 
+ ££//7^^=1:0, 

quae autem ob pluralitatem radicum satisfacii omnibus signorum va- 

riationibus in superiori aequatione transcendente, 

Corollarium 1. 

613. Sumamus r negative, ut fiat 
li:r—U:p-^Il:q, 

eritque 

y A — ^ppqq ' 

unde coUigitur fore 

/ A 

fA-4-E»»^<yy(A-HCj>f>+Ef>*)(A+C^<7^-E<y*)~MAEf<y(f)f>-4-<??)+Cf>?(A+Ef>f>^^) 

iA — Eppqq)^ 

Corollarium 2. 

614. Quodsi crgo ponamus qzizp^ ut sit 
Tl:r = 2Tl:p, 

erit 

fll>yA(A-4-Cl>l>-HEj >^) 

A — Ef* ' 

atque 

/ A-4>-Crr-4-Er^ AA-4-aACf>p-f-6AEl> *-+-aCE^^-hEEf>8 

y A — "" (A^f*)* 

Hoc igitur modo funcUo asaignari potest aequalis duplo similis func* 
tionis* 

Corollarium 3. 

615. Si ponatur g =z '»>^a(a-hc»»-he »4) ^^ 

ut sit Tl:qz2n:p, fiet ex primo Coroll. 11:^=311 :/>* 

6 
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Tum igitur crit 

f>(3AA + 4.AC»»-f.6AEj>^ — EE^^ , 

^ AA — 6AE1)*-— 4CE1)« — SEE^* 

S ch 1 i n 1. 

' 6 1 6 • Nimis operosum est hanc functionum multiplicationem 
ulterius continuare, multoque minus legem in earum progressione 
deprehendere licet. Quodsi ponamus breyitatis gratia 

|/A(A4-C;>p-+-Ep*) = AP et A — Kp*=:A^y, 
ut sit 

C;>;>z=:APP — A— -Ep* et E;>*zz: A (1 — - ^), 

hae multiplicationes usqne ad quadruplum ica se habebunt, scilicet 
si statuamus 

Il:rz=i2U:p;n:s — 3U:p et U:t—4U:p 

reperietur : 

,. app f>(/fpp— gy ) . 4f)Pg[aPP(ft— ») — y w 

^ — "^«^ — »3j— 4PP(i — ») »*' — »♦ — i«p*(i — ») 

Quodsi simili modo ponamus 

/A(A4-Crr4.Er*)zi:AR et A-.Er*z=:A9J, 
erit 

« aPP(a — 1P) — y y 5^ g^ — '6PH'— W . 

uiidc pro quudruplicatione fit 

. a Rj- rp aRR(a— 3t)->3t9t ^ «^ — i6 R*(r -- SR) 

l — K »^ — SRSt ' '^ — R^ 

Quarc li pro octuplicatione statuamus U : z~ 8 U: p erit 

^ aTf 4rRy [aRR(a — 3t) — 9tJtl 

^ I »♦— i6R*(i-») 

Jlinc intclligitur quomodo in continua duplicatione versari oporteat, 
ne^quo tamcn legem progressionis observare licet. Caeterum cogni- 
tiu hujuii legis ad incrementum Anaiyseos maxime esset optanda, ut 
Inilo gencralim rclatio inter z et ;>, pro aequalitate U:zr:nU:p 
clc/lniri poisety quacmadmodum hoc in capite praecedente successit; 
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I 

dz 



hinc enim eximias proprietates circa in^egralia formae / 'r; ' ■ 

cognoscere liceret, quibus scientia analytica haud mediocriter pro* 



moveretur. 

S c h li o n 2. 

617. Modus maxime idoneus in legem progressionis inqul* 
rendi, videtur, si temos terminos se ordine excipientes contemple*^ 
mur hoc modo 

n:a:zi:(w — i) 11 : p.U: y :=n Tl: p.U^z—Cn-i^on^p; 

ubi cum sit 

n :;r — n :y — n:j5 et 11 : z — U ^y-f-II :pj erit 

A—Eppyy 

3f|/A(AH-Cf>»-|-Ef>^)-hf>/A(A-hC>jr.4-E:y^) . 

^ A — Eppyy * 

unde concludimus 

(A -^Ep pyy) (x-^z)z=: 2y]/A(A-H C j^ j^ -4^ E p^). 

Fonamus ut ante 

/A(A-f-C/jp-»-Ep*)zi:AP et A — Ep*zz:A^, 

et quia singulae quantitates x^ y^ z factorem p simpliciter invoU 
▼unt, sit 

a:n:/>X, yznpY et zzizpZ; 

erit 

[1 _ (1 ~ ^) Y Y] (X + Z) = 2 P Y 

^u 

rw aP Y 



V 

^ ,-.(,-3J)YY ^» 

cujus formulae ope ex binis terminis contiguis X et Y sequens Z 
haud difBcuIter invenitur. Quod quo facilius appareat, ponatur 
2 P iz: Q et 1 — ^ =: Q, ut sit Z = ^ J^Jy^ — X. Jam pro- 
gressio quaesita ita se h^bebit 
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^N QQ — % 9 > 

^ 595 — ooa 

. 03gCi-f-a)-QQy' . 

Ouaestio ergo huc redit, ut invesugctur progressio, ex data rela- 

^ . • QY 

tione inter ternos terminos successivos X, Y, Z, quae sit Z z. ;_qyy 
— X ; existente termino primo m 1 et secundo ir: t^tq' 

Pr oblema 80« 

618. Si n : 2; ejusmodi denotet functionem ipsius z , ut sit 
n : z =fi^^^§^^^:^, integrali ita sumto ut evanescat po- 
sito zn , comparationem intcr hujusmodi functioncs transcendcn- 
tes investigare. 

S 1 u t i o. 

Stabilita inter binas variabiles x et y hac relatibne, ut sit 

At/4-?5a: — Eiio^xj/ — 6]/A(A-f-Ca:a: + Ea:b seu 

Aa7-4-232/ — E66a;t/yzz:6/A(A-+-C2/y + E2/^) , 

slve sublata irrationalitate 

A(xx-\-t/y — 66) + 2SBx«/ — Ebbxxyy—0 , 

existente brevitatis gratia SB — ]/A(A-4-C66-|-E6^), crit uti ante 
vidlmus 

i^ I i> n 

>/(A-|- Cx«-f-E**) ' V (^-^Cyy-^Ey^) 

Ponamus igitur 

ag(L-f-Mxar-HWx^) . a y (L-HM >>-HN> /, ;) V i/ A 

y (AH-CjcxH-e«*) "t- /(A-i-C^y^-f-E^*) — ^ r ^> 

ut sit nostro signandi more 
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n : a? + n : t/ zz: Const. -|- 6 V / A, 

ubi constans ita definiri debet, ut posito xziO fiat y^b. Quaestio^ 
ergo ad inventionem functionis Y reyocatur; qucm in finem locd» 
dy valore ex priori aequatione substituto, erit 

verum quia 

6/A(A-i-Ca:ar-HEa:*)zziA2/-HS5a: — E66a:xy,. 
habebimua 

Ay^9x^JLbbxxy 

Sumamus jam aequationem rationalem 

A (xx^yy — 66)-^-2S3a7y — 'EbbxxyyzO ^ 
et ponamus 

xx-h^yyzztt et xyzLu^ 
ut sit 

A (tt — 66)-+.223u — E66wu=0,. 
ideoque 

ktdt— — ^du-¥-'Ebbudu. 
Cum porro sit 

xd X ^ yd yzntd t et x3yH-yDa:rz:d w ,, 
erit 

(XX — yy^^x — xtdt — ydu 
seu 

A(xx'-yy)dx— — du(Ay-hf&x--'Ebbxxy),. 

ita ut sit 

dx(xx^yy) djL 

ex quo deducitur 



ct ob 



aV— — ^(M-f-N^O, 

ff — 66--i^4-^^^"V erit 

A A 

aV=: — ^(AM-+-AN66 — 2 25 Nm -f-E N6i uu) ;: 
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iincle integrando elicitur 

^ ^^ M_tt __ H bbu . gWtttt _^ EW&6tt* ^ 

"a" A • » AA 3AA 

Hoc ergo valore substituto, ob uzzxy^ habebimus 

Cum autem sit 

"^bxy—lkbh ^lk(xx-^yy)^lE.hhxxyy 
erit 

cui ergo aequationi satisfit per formulas algebraicas supra exhibi- 
tas, quibus relatio inter ar, y et 6 exprimitur. Quodsi ergo sta- 
tuatur haec aequatio 

U : p -l-IIr^ + II:/- 

ea efiicitur sequcnti reladone inter p^ q^ r constituta 

(k—Eppgq) r ^p /A ( A-f-C^r/H-E^*) -H ^ / A (k-^-Cpp-i-Ep^) z=z 
seu 

(A— E/^/7rr) 7 -h/; / A (A-4-.CrrH-E/*) -h r / A (A-HC/y^-f-E/;*) zz: 

seu 

(A— E7(7/T)/>-f-7 1/ A (A-+-C/T-hE/ *) -«.r /A (A-HC^y^-HE^*) — 

sive per simplicem irrationalitatem 

A (pp-^ gg-hrr) -i- 2 /? (7 / A (A-t-C/'/'-^ E/-*) — E/>/^ ggrrzmO 
seu 

A (f)p^rr—gg) -f- 2pry/k (k-^Cgg^Eg^) — EppggrrzziO 
seu 

A (ffq-^-rr—pp) -f- 2^/- / A (A -f-C/^/j+E/^*) — Eppggrr — 

penitusque irrationalitate sublata 

EE/}*7*r* — 2kEppggrr(pp^gg^rr) — ikCppggrr 

4-AA(/>*-+-7*-Hr* — 2/7/779 — 2/7/>rr — 2ggrr) — 0. 
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Corollarium 1. 

619. Sit qz:zr znSf ut habeamus hanc aequationem 
n:p^2n:s=^^}^-{[\(pp + 2ss)-^iEpps*l 

cui satisfacit haec relatio 

Corollarium 2. 

620. Sumamns s negatire, et loco p sustitnamus ibi hunc 
Talorem, ut habeamus 

2n:s^n:g-^n:rA-^-}^r^^^[A(pp-^2ss)-.lTS.pps^ 

^-^^f-^^Bii^^PP-^^g-hrr^-^iEppqgrO 

existente 

P — A=E?r > 

unde fit 

qui valores in superioribus formulis substitui debent* 

Corollarium 3. 

62 i* Hoc modo efBci poterity ut partes algebraicae evane* 
scant, atque functiones transcendentes solae inter se comparentur. 
Yeluti si esset N := , statui oporteret s sz^q r ^ ut fieret 

2 n : s -^n : q -i-n : r zz 0. 

At posito s s ~q r ^ fit 

'^ "~" A-^Kqqrr 

Est vero ctiam 

— qV AjA-hCrr-hKr^) — rV A (A+Cq q-^-Eg*) 

P A — E^qqrr _ ' 

quibus vaioribus a^quatis, oritur hacc aequatio 
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v(AA + EEq^r^) (97-t- fr^r 4- rr) — SC qqrr (A ^Eqqrr) 

— 2 AEq q r r (q q -^ 10 ^r-h-rr)— 0. 

S Qh li n« 

^6 2 2 . Si n : z exprimat arcum cujuspiam lineae curvae re- 
«pondentem abscissae vei cordae z, hinc plures arcus ejusdem cur- 
Tae inter se comparare licet, ut vel differentia binorum arcuum fiat 
algebraica, vel arcus exhibeantur datam rationem inter se tenentes. 
Hoc ippdo ejusmodi insignes curvarum proprietates eruuntur, qua- 
rum ratio aliunde vix perspici queat. Comparatio (quidem arcuum 
circularium ex elementis nota per caput praecedens , ut vidimus , 
facile expeditur, unde etiam comparatio arcuum parabolicorum de- 
rivatur. Ex hoc autem capite comparatio arcuum ellipticorum et 
hypcrbolicorum simili modo institui potest; cum enim in genere ar* 

cus sectionis conicae tali formula exprimatur fd x y^ ^^^** , hacc 

transformata in istam /ffjTTF^S^lV^ ' P^"^ prwcepta tra- 
dita tractari potcst, ponendo kzzac^ C iz a e-^ b Cy ct Ezifte, 
Lza, Mzib atque Nz:0. Haec autem investigatio ad formulas , 
•quarum denominator est 

/(AH-2B2;-f^Csz-4-Dz5-*-Es^) 

Citendi potest, similisque est praccedenti, quam idcirco hic sum cx- 
positurus, unde simul patebit, hunc esse ultimum terminum, quo- 
usque progredi liceat. Formulae enim integrales magis complicatae, 
ubi post signum radicale altiores potestates ipsius z occurrunt, vel 
ipsum signum radicale altiorem dignitatem involvit, hoc modo non 
Tidentur inter se comparari posse , paucissimis casibus cxceptis , 
qui per quampiam substitutionem ad hujusmodi formam reduci queant, 

Probiema 81. 
623. Si 11:2 ejusmodi functionem ipsius z denotet, ut sit ] 



n: z 
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"" y(A-+-aB»-t-C»»-l-aD»l-l- E»*J 

hnjusmddi iunctiooes inter se compai'are. 

m 

S o 1 u t i o. 

Inter binas yariabiles ^ et y statuatur relatio hac aequatione 
cxpre^aa 

unde cum fiat 



•^ ^' 7-1-2 e«-f-^xx 

erit radice extracta 

*^ *"■ 7-|-a£x-i-^xx 

'H^ueatur «ignum rAdieale ad formam propositam, ponemlo 

P^— ayzzAm, |35 — ae — j^yiziBm, 

J5— 3|3e — a^ — Yyzz:Cm, 5e — p^ — YemDm, 

ee — y^ — £m; 

unde ex sex coefBcieniibus a^ j3> y, 5, e, ^^, quinque definiuntur, 
atque ad sextum insuper accedit littera m, ita ut aequatio assumta 
adhuc constantem arbilrariam inrolTat. Znde ergo si breYitatis gra« 
tia ponamus 

y(A + 2Ba?H-Ca:a:-+-2Da?^ 4- E x^) rz: X et 
>/ (A -+. 2 B t/ + C y y + 2 D y^ 4-E y^) =: y, 

habebimus 

(3 -t- yy -+-5:^ 4-eicjrH-2 ea?yH-^a:xry=iX-/m et 
j3"t-Y^"t-5y-heyyH-2ea:y^^a?i/y—: Y/m. 

At aequatio assumta per differentiationem dat 

4-3a:((3 + Va:4-5i/+2eapy + ej/j/ + ^a:yy) 

+ dj/(i3H--yy-f-5:t4-8:ra?H-2»a?yH-^a?a:t/)i:0, 

51 
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quae expresslones quia cum superioribus conveniunt, dant 

Ydxy^m-^Xdyy m=ZQ, scu ~? 4-^ = 0: 
unde integrando colligimus 

n : o: + n : t/ zz: Const. 

quac constans, si posito x zzz fiat yznb^ erit zn 11 : -4- 11:6; 
yel in genere, si posito xzzza fiat yz^b^ ea erit znHia-^Tlib. 
Quodsi ergo litterae a, (3, y^ S, e, ^ per conditiones raperioret 
definiantur, aequatio assumta algebraica inter x ti y erit integrale 
completum hujus aequationis differentialis 

3^ 3y _^ ^ 

Corollarium I. 

624. Ad has litteras a, |3, y, ?, e, ^ definiendaa^ suman* 
tur primo aequationes binae ad dextram positae, quae aunt 

(5 — V)j3 — aezzBm et (5 — y) t — ^p=;Dm, 

unde quaerantur binae j3 et e, reperieturque 

Corollarium 3. 

62 5. Sit breyltatis gratia 5 — ^ y zn X ieu 5iz:y4-Xt 
erit 

P — xx-a^ m et £ _ xbi:;r^ '«• 
Jam ex conditione prima et ultima oritm* 

ubi ilU Talores substltuti praebent 



BB^ — D Dtt 
XX—- a^ 



m 



A^— Ea» 
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imde fit 

BB^ — DDa 

At ex prima et ultima sequitur 

D D p p — B B e f H- V (B B ^ — D D a)=:(ADD— BBE) m 

imde eoUigitur 

y •" (BB<— DDa)" 

Corollarium 8. 

626. Superett tertia aequado 

2yX -4-XX — 2^t — a ^ =: C m 
quae, cum pro m substituto ralore sit 

n— (A^— E«)(Dtt-t-BX) (A^-Eg)(B^-f-D X) 

P hhi^l^Ba " ^ BB^ — DDa * 

81 iati Talores substituantur , commode inde colligitur 

j. C (A^ — Ea) (BB^ — DDa) — aBD(A^— Ea)» — (BB^ — DDq)« 

a(A^— Aa)(ADb — BB£) 

S c h I i o n« 

627. Quia his yaloribus uti non liceti quoties fuerit ADD 
•^ B B E =1 , aliam resoiutionem huic incommodo non obnoxiam 
tradam. Posito 5 zz Y -+- ^ > sit insuper XX=:a^-4-fJL, ut pri* 
mae fbrmulae fiant 

P = =^(Da + BX) et e = ^(B^^DX). 

Jam prima et ultima junctis prodit 

A^ — Ea = ^(BB2;— -DDa) 

qua aequatione ratio inter a et ^ definitur, quae cum sufficiat ] 
crit 

ai=|ULA — BBm et ^zzjjlE — DDm, 
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hlncque 

XXz::|X-+-(fJLA — BBm>(|xE — I>D m): 
unde colligimus 

Ym— [2BDX-4-(ADD— BBE)u.]— '-^55?!!L*__ «. 

Valores a et ^ in formula CoroIIarii 3. substitutl dant 
X = ^-f-BDm— |Cu., 

S fll * • 

eujus quadratum illi valori a^+|JL aeqoatiim) perduclt ad banc ae- 
quationem 

jUL (fji ~ C m)^ ,4- -l (B D — A E) m m fjc 

+ 4 (A D D — B C D -f- B C E) m^ — 4 mm, 
ad quam resolvendam punatur jul nz Mm, fietque 

— M (M — C) » -H 4 »Hii D — A E; -f- 4 (A. D D — tt C i) H- B B E) ' 

atque hic est M constans illa arbitraria pro integrali completo re'» 
quisita. Hoc modo omnes litterae a^ p, y^ ^» £» ^ eodem de- 
nominatore afTecti prodibunt, quo omissb habebimus 

a = 4(AM--BB), p-2BcM — C)-4-4AD, y = 4AE-(M — C)*, 
^=:4(EW---DD), e-2D(M — C)-*.4BE, 

5=:MM — CC = 4(AE-hBD), 

quibus inventis aequatio nostra canonica 

0— a-|-2p(.r-|-i/) ^y(xx-^i/i/)-\-2Sxy 
-^2e xy(x -^y) -{-^xxyy 

81 brevitatis gratia ponamus 

M(M — C)2-^-4M(BD — AE)-h4 (ADD — BCD 4-BBE) rzA , 

resoluta dabit 

^ -^^ X -\- t X X -\- y iy -^ 2 t X -\- ^ X x") -rr. 

-f-2/A(A -h2Ba;-f-Ca:a;-h2Dx^-f-Ea;*) 

(3-4-5y-+-eyy-Ha:(y-f-2 t y -^ ^ y y) — 

±2|/A(A-h2Bt/-f-Cyt/H-2Df/3-hE//*), 

quae ergo est integrale completum hujiis aequationis differentialis 
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— i3! . _?^ — r 

S c h o 1 1 o n. 

62 8. Cum hic ab idonea coefTficientium determinatione totum 
ncgotium pendeat, operae praetium erit, eam luculentius exponere. 
Posito igitur statim 

5:z:y-f-X ct XX — a^rrMm, 

quinque conditiones adimplendae sunt: 

r. (?|3 — ayz=:Am; 

II. e £ — y^zz:E/72; 
Iir. j3X — a e — Bm; 
IV. sX — f3< — Dm; 

V. Mm-+-2yX-^2j3f — Cm. 

Hina cx. tertia et quarta eembinando deducitur.- 

m(BX-f-Da)=z:j3(XX — a^)=pM.m,ergQ.(3=:~^J^ 
m(nx -hB<)zz:e (XX — a^)=:e Mm ergo e zz:5ii±-5i., 

Jam ex prima. et secunda. elidendo. y, oritur 

m(A^-Ea)— pp<-eea— .^"^-"" ^./n 

hincque 

<?; (AM — B B) r=a (EM — DP) ;; 

quare statuatur 

a — rz (AM — BB) ct «^rr/i(EM — DD).. 
Tum vero indidem est 

E p (3 — E a y = A e e — A y ^, seu 

Y (A <>; — E a) -jz: A e e — E.(3 (3 :. 
pro qua tractanda cum sit, pro: a et ^ substitutis Taloribus, 

p=z:/zAD-+-|(X — «BD) et eniinBEH-^ (X — «BD),, 

sit breviiatis ergo X — wBD:zinMN, ut babeamus 

^ — n{Al>-\-B2i) et g — n (BLE-hDN),. 



406 CAPUT YI. 

et qula 

A^ — Ea=n (BBE — ADD) 
atque 

Aee— E(3(3=:n7i(ABBEE-.-ADDNN — AADDE— BBENN) , sen 

Aee--E(3p=:nn(BBE — ADD)(AE— -NN) fiet, 
V=in(AE — NN). 
Cum autem sit 

X=:n(BD-|-MN) et 

XXzi:nn(AM — BB)(EM — DD)4-Mm, erit 
Um=inn [ 2 BDMN-|-MMNN — AEMM-f-M (ADD-f-BBE) ] 

seu 

m = nn(2BDN-|-MNN — AEM4-ADD-I-BBE). 

Denique aequatio quinta |3e— yXiziJm^M — C) eroluta praebet 

j3e-— VX=:nn[(AD+BNXBE4-DN)--(AE--NN)(BD-f-MN)] 
— n/iN(2BDN-f-MNN — AEM+ADD-hBBE) = Nw, 

iinde fit N— j(M — C), ac propterea 

m=:nn[BD (M— C)-f-iM (M— C)'— AEM^ADD-|-BBE1- 

Hincque sumendo nzzz4 superiores ralores obtinentur, 

Exemplum 1. 

629« Invenire integrale completum hujm aequationis diffe^ 
rentialis 

^P t ^4 — 

Hic cst xzzip^ yzzzq, A — a, Bz:j6, CzO, DzO, EnO; 

unde fiunt coefficientes 

azn A aU — bb, |3 = 6M, y= — MM, 
<=o, e=iO, 5=MM, 

et A zn M^, unde integralc completum erit 

6M-4-MM;7— MM7i=H^2M/M(a-|-6/?), seu 
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6-t-MO? — <7)zi:±2/M(a+6p), vel 
6 -+- M (</ — ;t)) =: ^;: 2 /M (a -f- 6 7) ; 

qnae sigua ambigua radicaliuin cum signis in aequatione differentiali 
conyenire debent. 

Ezemplum 2. 

630. Invemre integrcUe completum hiyus aegucUionis diffe» 
rentialis ,>, ^.^v.v -h ^j, 'Lu «v — 0« 

±r(«-+->f*) ±:r(«-h64*) 

Sumto x:^p et y^qy erit Azza, B — 0, C^6, D:^0, 
crgo 

a=:4aM, ^ = 0, v=— (M — 6)*, 

^=0, e=0, 5 = MM — 6*, 

atque A=M(M — 6)*; 

unde integrale completum in his aequationibus continebitur: 

(MM— 66)/i— (M— 6)V=±2 {UL—b)yu(a-\^pp), seu 
(M-f-6)/) — (M — 6) ^r= ± 2 |/M (a-hbpp) ct 
(M-J-6)<7— (M— &)p— ±2 /M(a-h6<7</). 

Exemplum 3. 

631. Invenire integrale completum hujus aequationis diffe- 

rentialis -ty(a+6fi) +±7(^13)= <>' 

Sumto a?=/», y=7, erit Ar:a, Bz:0, Cz:0, D^jft, EirO, 
ergo 

ar=4aM, (3 = 2a6, V = — MM; 

^ = — 6 6, e = 6M, 5 = MM, et 

A = M*-f-ai^6; 

unde integrale completum 

2 a6 -(-MMp -^bMpp -h7(— MM -f-2 6M/; ^bbpp) zz 

w; 2 /(M* 4- a 6 6) (a H-*/>3) 
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sire 

et 

2ab-hMq(U~^bq)^p(M—bqy=z±:2yXM^-^abb)(ci-^bg^). 

* Exemplum 4. 

632. Invenire inlegrale completuin hujus aequationis diffe- 

rentialis . ^ , \_t,^^\ + ht v ^ / ? i. ^^ ~ ^ • 

Posilo a;i:/J, y— ^j cnt Ara, Bn-O , CnO, DnO, Ez:6, 
^ergo 

a=:-4 aM, p=: 0, V zn 4 a 6 — MM, 
^=:z46M, 6—0, 5i=MM-j-4a6, ci 
Azi:M^— 4a6M; 
unde integrale completum 

.(M.M-f- 4 a6)p -1-9(4 a6 — MM ^ 4 4M;7p) = 

:4:2>/M(MM — 4ai)(a4-6jo^) 
(MM-h4a6)/7-f-p(4a6 — MM^4 ftM^^/^rrz 

:t2/M(]VIM — 4a6)(a-h6V^). 

Exemplum 5. 
63 3. Invenire integrale completum Jiujus aequalionis diffe^ 

rentialis -r--rr--T-rr-vrx -4- . / r ^. . /!x zii . 



Ponatur xznpp et yzzzqq^ atque aequatio nostra generalis 
induet, posito A zz: , hanc formam 

^P . ^J — 

Fieri ergo oportet B=:|a, CziO, Dzz ct Ez:6; unde coefficien- 
tes ita determinantur 

a — — a a, [3— aM, y ::^ — MM, 

^Z=z4bM, ez=L2abf 5 = MM, et 

A — M^ -f-ao,*; 
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crgo integrale completum 

aM^MMpp^Qabp^-^gg^^ — MM-^Aabpp-]-4b^p^) rz 

±2/^/(iVl^ -{-aab) (a^bp^) 

sire 

aM-fMMgq-^^abq^-^-pp^^ — MM-h iabqq-^AbMq^) ~ 

±2qy^(M^^aab) (a-J^bq^). 

Corollarium. 

6 3 4. Si sumatur constans Mz — )/aa&, ut sit M'-+-aa6r:0, 
prodibit integrale particularej quod ita se habcbit 

9 3 3 3 3 3 

PP 1 j- • y y seu <7 ^ — ^ — V f 

a q qV b—V a appYb — Ya 

quod aequationi differentiali utique satisfacit. 

Pr o b 1 c m a 82. 

6 35. Proposita hac aequatione diflerentiali 

^ 1 ^q . M 

Zt V (a-t-^pf -t-cf)4-f-ef^) » -^iV^a-^bq q-^cq^ -^ eq^) 

ejus integrale completum algebraice asslgnare. 

S o 1 u t i 0. 

Aequatio praecedens difTerentlalis algebraice integrata ad hanc 

formam reducitur, ponendo xzizpp et y :iiL q q ^ atquc A 32 ; 

prodibit cnim 

d p I 9f _ Q 

:»iy(aB-hCff-K2Df4-hEfS^» ^t^ (2 B -|- C ^^ -~H a D ^J^^-E ^^) "" 

Quare tantum opus est ut fiat 

AmO, B—^a, Czmb, Dzric, Ezze, 

unde cocfficientcs a, |3, y, S, e, ^ ita definientur 

52 
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a:=z — aa, (3 — a (M — A) , y z= — (M — by^ , 

^— 4eM — <r<:,er=c(M — 6)-+-2oc,J:r— -JMM — bb-*-a«, 

Ar:iM(M — b)^ -^-aclil — a b c -^ a a e i=. 

(M — 6)*. -t- 6 (M — b)^ ^-ac (M ^b) -i-a ae; 

hincque integrale completum ob constantem M ab arbitrio nostro 
pendcntem, crit 

H:: 2 /; / A (a + 6 p^ -\- c p^ -^ e p^) 

P + ^ 9 7 + ff / -\-P p(y "^2 eqq -^-^gb — 

Hz 2 7 )/ A (a -h 6 9^ + c 9^ -+- c r/^) ^ 

quac binae quidem aequationes inter sc coriveniunt, sed ob ambi- 
guitatem signorum in ipsa aequationc dilferentiale ambac nc^tari de- 
bcnt, ambiguitate inde sublata. Utrinquc autem haec aequatio ra- 
tionalis rcsultat 

=: a H- 2 (3 (p/; + (jf 7) -4- y (/>* + 9^) -4- 2 5/) /7 7 7 

' -f- 2 eppqqipp^ q q) -^- ^ p^ 7*- 

Corollarium t. 

6 36. Si constans M ita sumatiir, nt fiat A zm , oblinciur 
integralc particulare hujus formae ^(J~^'^\[pl, quod ctiam a po- 
steriori cognosccre liccl. Ut cnlm satisfaciai .sumi dcbet 

a G^ H- Z/ K G G 4- r E E G -+- ^ K'^ nr ; 
uJide ratio E:G dcfinitur, tum vcro invcnltur Fz:~G ct deniqi>c 



H 



cEG — leKK r n (> G -4- • ?> E G --h c K fc 



Corollarium 2. 



63 7. Constans M ita mutctur. ul sit M ~ 4— ^, fietquc 
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_ _ ^ _ /5 a a ^ a a 

tt=: — tfa, ^=^rf' y — — ji'^ 

y .^. j f A a e a c ^^ ^ a a ^ a b ^^ 



et aequatio integralis erit 

a aff^^ a (a -4- 2 bff-^cf^)pp^ affic -h 2 ^//) p^ 

-^qq{aa~2aff(^c^2efnpp^fficcJf^Abeff^Aae)p^\ 
= 1: 2 a//j /(a -h bff-^cf^r^- ef^) (a-f- bpp-^cp^ -^ ep^) ; 
iindc patet posito /> — fore ^ ^ znff 

Corollarium 3. 

63 8. Hacc aequatio facile in hanc formam transmutatur 
^/A<^ -f- bpp -f- ^^^ -H ep^) + app (a + 6//+ cf^ + ^/^) 

— 77 {^—^ffrpY ~ «C/G^V^ {ff—PP) ^ -^- ^i ^/>?V^77 ifKff^^P ^ Wpp) 

— ^ 2//? /a(a 4- bff-^cf^ -\- ef^^ a(a-^bpp -^ cp^ -v- ep^) ; 

nndc statira patet si sit ezizO^ fore hanc acquationem, radicem 
extrahcndo 

fya{a^-bpp^cp^)±pya(a.^ bff-¥cf^^ — q{a—^cffpp^ 

quae cst intcgralis corapleta hnjus dilTcrentialis 

^P I ^^7 Q 



prorsus ut supra jam invenimus. 

Corollarium 4. 

6 3 9. Simili modo patct in gcnerc, quando e non evancscit, 
integrale completum ita commodius exprimi possc 

[//« («-^ bpp -h ^;;^ -H^//) :r /' J ^ (^ -^ V/-^- ^/* -^ ^/^> J^ = 

79 i^-^ffPP^^-^^^ffPP iff-^PPy^^-^Aeffpp q q {aff^ app -+- bffpp) , 
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quae ergo cum posito p ziz fiat q ^i^jTi respdtidct huic functio- 
nun transcendentiutn reiationi 

±n:p±n:qz=i±n: OzLli'A 

S c h 1 i o n 1. 

640. GeYiera igitur functionum transcendentium , quas hoc 
modo perinde atque arcus circulares inter se comparare iicet , in 
his binis formulis integralibus continentur 

r dz r 3« 

neque haec metiiodus ad alias formas magis complexas extendi pos* 
8c videtur. Neque etiam posterior in dcnominatore potestates im- 
pares ipsius z admittit: nisi^ forte slmplex substitutio reductioni ad 
iilam formam sufBciat. . Faclle autem patet hujusmodi formam 

^2 

•/(A+aBjs-l-Czz-i-.Dai-f-E z-i -i-Vz^ -^ Oz^) ' 

hac methodo tractari certe non posse, si enim coefficientes ita 
essent comparati , ut radicis extractio succederet, talis forraula 

/ a-H6:.-h^c^ ^THh7^ prodiret, cujus integratio, cum tam iogarithmos 
quam arcus circuiares involvat, fieri omnino nequit, ut plures hu- 
jusmodi functiones algebraice inter se comparentur. Caeterum prior 
formula iatius patet quam posterior, cum hacc ex illa nascatur po- 
sito A iz: , si z z loco z scribatur. De priori autem notari mc- 
retur, quod eandem formam scrvet, etiamsi transformetur hac sub- 
stitutione zzzz^^^^- ; prodit enim 

r ((3 7 ~ g ^) ;) y 

^ jy l'^ {y-i-^ y)^ -h '^ li (ci-\- ? y) (y -^ ^ yjS ^ C (a^ ? y)'^ {y -i- S y)^ y 
^ +^D(a-\-?y)i(y-^$y)-^E(a-^^y)'^] S 

cx quo intelligitur quantitates a, j3, y, J, ita acclpi posse, ut po- 
testates impares evanescant. Vel etlam ita definiri poterunt, ut ter- 
minus priraus et ultimus evanescat, tum enlm posito ^~wm, itc- 
rum forma a potestatibus imparibus immunis nascitur. 
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S c h 1 1 n 2. 

64 (• Sublatio autem potestatum imparlum ita commodissime 
iristituiturr Cum formula 

certe semper habeat duos factores reales, ita exhibeatur formula. 

inlegralis T 

^_^ 



.. a-f- (3 y IV- 

quae posito szzi— JJ, abit m 



r (?y—aS)dy ^ 

^ H- a g (a -h (3 :y) (7 -H «• :y ) -h /> (« + P ^) ■ J ^ 

ubi denominatoris factores evoiuti sunt 

(ayy-+-2 6ay-f-caa)-4-'2 (ayS -+- 6a5 -f- 6|3yH-ca|3) y 
H-(a55 + 26|35 + c(3|3)yy 

(/y V -h 2 graV 4- /^aa) -h 2C/y5 + f/a5 + sr|3 Y + '^ap)^ 

+ (/ 5 5 -h 2 gr ^ 5 + /i ^ (3) y y 

quodsi }am utroque terminus medius evanescens reddatur, fit 

5" — by — c g — gy — ba 

F ay-^ba "77-f-ga ' 

hincque 

*/Vy H" ibg-^cf^cty -|- cgraa iz: a^/yy -j- (a/i + bg)ciy + i^ao: 

seu 

f d fe — c/) a7 + (6fe — cg)aa 

V Y = -^ -^TT^—g ' 

unde fit 

7_ ab — c/4- ■/[(«»— c/)^ + 4(^/ — flg)(^fe — gg)T 

a a(6/ — ag) 

Hinc sufHcere posset eas tantum formulas, in quibus potestatcs im^ 
pares desunt, tractasse, id quod initio bujus capitis fecimus, scd si 
insuper numerator accedat,^ haec reductio non amplius Igcumhabietr 
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P r o b 1 e m a 83. 

642. Dcnotante n numerum integrum queracunque, invenire 
integrale completum algebraice exprcssum hujus aequationis difTo 
rentialis 

d y nd X 

S I u t i o. 

Per functiones transcendentes intcgrale completum cst 

n : y zz: 71 n : X- -j- Const. 

At ut idem algebraice expressum eruamus, posito M — CzziL, sit 
per formulas supra (6 2 7.) inventas 

a~4(AC— BB-t-AL), (3:::4AD-|-2BL, y=:4AE— LL, 

^-4(CE— DD-f-EL), e=4BE+2DL, 5i:4AEH- lBD-f-2CLH.LL, 

et 

A =:L'^ + CL^ -+- 4 (BD — AE)+ 4(ADD -4-BBE — ACE). 

Quibus positis si fuerit 

2 ]/ A (A -i- 2 B p -i- C /r -f 2 D;|3 -^ E p^) 

^ -^ S q -^ e q q -^ p (y -^- 2 e q -\^ ^ q r/) zn: 

— 2 / A (A H- 2 B 7 -^- C 9^2 -t- 2 D c/^ -♦- E 7*) 

crit U : q zizll : p -h Const. 

Cum autem hac duae aequalioncs inter se conveniant, ct in bac r*- 
tionali contineantur 

« ■+" 2 f3 (/? -4- (7) -f- y ipp -\-q q) 

-h 2 dp q -^ 2 6 p q(p -^- q) -^- ^ p p </ q — <i 

•i sumamus, posi^o p —a ficri q ::zib^ iionslans illa L 4ta dcfiniri 
debet, Ht sit 
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« 4- 2 p (a 4- 6) 4- 7 (rt a -I- 6 *) 

-f-25a6-h.2ert.A(a-4-6) -{^^ aab b zz:(iy 
eritque 

n : c/ —U:p + U:b — II : a; 

nbi" jam nullum inest discrimcn intcr constantcs ct variabiles. Pona- 
mus crgo p :=: b , ut sit 

n:q =: 2n:p — Ilia 

atquc huic aequationi supcriores aequatioucs algcbraicac convcniunt, 
si modo quantitas L ita dcfiniatur, ut sit 

a 4- 2 p (a 4-/7) -f- Y (a a -4- /? />) 

; + 2 h a p 4-2 e ap (a -+-py -^ ^ a a p p zn ^ 

undc dcducitur 

I L (a — pY zziA -f-B(a ■f-;;)H-Ca/>-4-Dap(a-}-/>)-f-Eaa;>/i 
HHy (A4-2Ba i Caa f 2Da WEa^)(A h2B/; r C/Y^-r- 2D/;-^-+Ep*). 

Hoc ergo valore pro L constituto, indeque litteris ct, /3, y, 5, £y 
^ per superiores formulas rite definitis, si jam p ei g ut variabi- 
lcs, a vero ut constantem spectemus, crit haec aequatio 

a 4-2(3(/^ 4-(7) ^ y (^pp^qq) -4- 2(^7 4- '2zpq{j) -^cj) -^^ppqq — t^ 

integrale corapletum hujus acquationis dillerentialis 

1? (A -t- 2 1> ij -T- C <] (j -t-Tl) ^3 4- E ^3^ V (A^-i- a B p -f- C ^ p -f- 2 l7f)4 -f- E J4J' 

Postquam hoc raodo q per p deriuivimus, deterrainetur r pcr hanc 
aequatiuncm 

(t 4-2^3(7 4-/0 4-^(77 4-''^) 4- 2(^7^4^ 2^77- (7 -f- r) 4- t^^^rr — , 

crit 

n : r ~ rt : 7 — n : p — n : a, 

quoniam, posito q ziz a et rzzip^ liitera L, quae in valeres a, 
P> 'Vi ^> ^> ^ ingreditm-, perinde dcflnitur ul ante. Quare cum sit 

n:7z:i2ll:p — Il:a, crit Ilir— 3n:/> — 2 11:«; 
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unde sumto a constante, illa nequatio algebraica inter ^et r, dum 

q per praecedentem aequationem ex p definitur, erit integrale com- 
pletum hiijus .aequationis differentialis 

drr ^ zd p 

y (A -h a B r -f- C r r H- a D r3 -^ E r4) y (a-H 2 B f> -h C|)'f> 4- aD|)3 -^Zfi) 

Hoc valore ipsius r per p invento, quaeratur s per hanc aequa* 
tionem 



a -+- 2 j3(r + ^) + y irr -f- ss) -|- 2Zrs -f- 2irs (jr -^s^-^^-^rrss — , 

retinente L semper valorem prirao assignatum, eritque 

11:^ — n:r=:n:;> — Il:a, seu Il:^=i:4n:p — 3n:a 

unde ista aequatio algebraica erit integrale completum hujus aequa- 
tionls difTerentialis 

ds /^.d p 

- y(AH-aBs-f-CfS-f-aDs3-f-K54J y (A-f-aBf-f-Cf f)H-2Df>3-+-Ef ♦)* 

Cum hoc modo quousque libuerit progredi liceat, perspicuum cst, 
ad integrale completum hujus aequationis differentialis inveniendum 

. dj^ iij>^ , 

y (A-:f-aB»-hCzz-hiD2i3H-Ea4) V (A-+-aBf 4-Cf>f-*-aDf):i-f-El)4)* 



sequentes operationes institui oportcre. 

1.) Quaeratur quantitas L, ut sit 
|L(/?-a)^i:A-+-B (a-^p) -\- Cap -^D ap (^a-^p) -^-Y^ aapp 
It y (A-}-2Ba-4-Caa-^2Da'^-j-.Ea^) (A-+ 2Ep -C/^;^-+-2D;;^-+-F/) 

2.) Hinc detcrminentur litterae a, |3, y, 5, e, ^^ » per bas 
formulas 

a=:4(AC— BB-4-AL), f3=4AD-f-2BL, y^^AE — LL, 
^=i:4(CE— DD-hEL),£=4BE-f-2DL,5zz:4AE-f-4BD-f-2CL^LL. 

3.) Forraetur series quantitatum p^ q, r^s^t, s, qu*- 

rum prima sit p, secunda q, tertia /' ctc. ultima vero ordinc n sit 
Zj quac successive pcr has aequationes determineniur 



-' a-^^^^^+^^i^^^ry^^^^r-h^eqr Cf-i-r)-{^qqrr=,Q 
a4-2p(/4-») -4-v<«r/riH*> -f- 23>-*-f- 2«« Cr-rM) -h^rr **=;o 

• « - • , 

4.) IRelabo quae hmc concluclitur inter p tt t erit imegtale 
>mpletuni aequationis differentialis propositae, et litterti a ricem 
brit constantis arbitrariae per integrationem ingtes^ae. 

CoroIIarium. ' 

r 

643. Hinc etiam inlegrale completum inyeniri potest hujus 
squationis differentialis 

esignantibus m et n numeros integros. Statuatur etiini ntremqw 

lembrum =: y(A-f ' iii ' ii--hc ^ l+.i^ii'4tii^ • •' tVMtnHmt relatio 
im inter x et u^ quam ititer j^ et u; tnule elist » MieittraeqM* 
o algebraica inter x et y., 

§ , • ■• *■ 

S ch olio n. 

-( » ■ . - . 

644. Ne hic extractio radicis hd singulis aequatSonibiii ihrqw« 
!nda ambiguitatem creet, loco uniuscujusque uti eonveniet binjs pte 
xtractionem jam erutis. Scilicet iit ex prima ralor q rite per p 
efiniatftr^ primo quidem habemus 



\xm wero capi debeit 

2 >/A(A-h2 B7-f-Cqr47-f.2D9^4*E7*):^ 

imifique medo in velaticme inter bii>as sequentes qtiaiHitstes ilives^* 
(anda erit procedendum« Caeterum adhuc notari convenit wmerto 
fiietros m tt n posidTos esse dcber#| iieque lun^ ktytitigatio^ 

b3 



* •- • • . 1 1 1 



••»•••■'■■• ' %. t.«...JV«^ 
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neiit itd negatiyo» extendi, prapterea qu^d 'i^utH^a«. di^Qf^^^ 

y(>,,^,B^»l+-c 4 T-^.D«s^ ' P^*^ »viiesatwr<>^ Mtirta».^uim 

mutktr- Intcriin temen bum \ Jmtecf acqpiirfiht»mi . v t- * J -t-^ 

II: a: + n:y =1 Const. ••'-> 

supra algebraice expresserim^s , ejufll op#'i'4|MG^u«f-ttr€«8Ar tasltt 
pMSuat. ubi est. m^Tc) n numecus negatiyus: si eniQi^faer;t 

IX : z = n n.: p Hr Const. 

quaeratur ^, ut $it : 

n : y + n : z irr Const; 

eritque ; .. ; , 

n:s[iii — nn:p+ Cbnst. 

* ■■ * , •- ..i«.. .1.» ••* 

Froblema. 84. 

• - • 

' ' « 6 4&i v u l^ H r ?. ^jismodi functionem tran scendca tg^ . i^siai % 
dcmrtetp lUj^t .., 

-*fc^^.^y.y (A-H.a B g-+- C1CZ4- sBs* -+-E»4 ^ 

Comp4fA^^9i|pi% ijtfer, huj\ismodi functiqnes inYcstig^rc. 

S o I u t i a. 

Ex coefBcientibus A, B^ C, D, £, una cum constante arbi- 
traria L dcterminentur sequentes valores 
ic:ii(ACTT-BB-HAL),pi:4ADu4-2BL,7i:4AE— LL, 
4'r4(CE-DD-i-EL),6:i4BE4-2DL, 5-4AE-h4BDh-2CL-+.LL, 
ct inter binas vaviabiles a: et ^ haec constituatur relatio 

a-f-2p(a7H-y)-f YC^^-^yy)-H25a?^4-2£a7y(a?H-t/)H-^a?a;t/y— , 

critque 

^?5_ - .j ^y -0 

pro qua sine ambiguitate habetur 

p-f-Sa^-hearor-f-j/^Y + ^farH-^'^^):::^ /Z]^(A-h2 Ba;^Cara:-f-2Dar'-HEa:^) 

^^U-^m-^^ {y-i-^sy-h^yy):: 2 /A(A-H2Bi/-hCt/j^-f^ 2Dy^-^ Ey*) 
icxistcntc 

' ^=L*-+-CL^4-.4(BP~AE)L4^4XADDHsTBp^.-^Af^^^^ 



■• » 




•.iS^UKA^ 
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ire si ponamus . : .• y 

(it ' ■*; ■■ ■' •? i-[.'.j '.■•"■■■■;> 

n:« + n:y=:Cd«itt.H--^ ViZ-Jl^ etit': ; i 

3«[<B («-y) H-C(«» ->') + »(x'-j>»)H- grx4-^)l _ ^ ^ ,> / ^ ,. 






tjeat n\mc a?'^ |r.ti < « ary— u., ot quia^d x-^^yz^zdt 

r ^«:.rn; jd,u^ ^ tma T«?a. «it- ;» z^: i *-+->/ <J ' ^ —, «). • Ajt bi» 
itionibus acguiitift lUsuvittr. jpdiiit huic formam • , ^ .. ,:; 

e fit diiFerentiando * ■"••■■;:.. - > 

M«-.-^A<|3-t-Y.'.i-f«V-+t.a«(?-y+e<-h<i«)==.0, crgp 

:v. — attC^ — 7-4-g^4-^ii) -,; - i . • a 

- . ^if* ~^.^ ,—; • : . : ; ^"JhP^Th-'» » . ■' » ;^'>' o'*;i 

[ue habebimus .•._•- u . . \ . .j •, -, ,..;,.•, •., ..;*...■' :.. cji 

pr+-«*-i-t*«-h>(7-hM^-+^««)~ PTpyT-F»»' » 

;vy — 3 H ['IB -h'gf •+ g> (/f -"«) •+'g'fftf — a M>] 

-.„ . -4-3f rJ8-+-Cf-l-©(f f — «)H-C'(ff-r««)L . . 

yeroafequatione iH'ft-i<«sc4««':^ :c;..^;; ; ;j!:.j mo-uL.-.-i i t.Jji^ 

. — P — itt-4-ay'A(AH-*Ltt-4-ktttt) 

e conficitnr r > . *' .!: ^:^ 

* 

* n • » X n • «/•— Const " y a«t^'+--c^-4-!t>(ff--«)4-C t(t^-.»)] . 
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Vel cum reperiatnr 

qua^ expressio ablt in hanc 

— f J — Y)—tf -+- 11^^(1.-4- iD#-4-lE»rt . 

II - ^ II I T ^ j I 1 ■ _ "1 I I I I I I I I M . ^ . 



^mm^mmm^ 



arA(L-+*C-t-»I>f"+-Wf> 

licqne habebimus f»er t 

Il.X-t-U.y L,0n8t.-f-J y^i._j_cH-,Df-|-Kff) * 

qtute expresrio, niiu isit aTgebrnca, isenrtle "^X per k^iditimio*^ > vel 
Hren» circdttrei exlfbori poteat. Ttfn ▼«»> pMt : integl»tioiiMi lil<> 
tnn oput est, ut loeo t retftitttatttt* l^ut vftlvr «'•^«'sr.ir .- 

Coro 11 ar ium Ir 

B 
« w 

G46. Si Telhnus/ ut posito xzHa fiat ff^h; eoftstam L 
Ha dcbet definiri, ut ait 

H:: |/(A-H2Ba + Caa^2Da^-HEa*XAH-2B6-hC66-*-2D6^H-Eft*). 
tum igitur constana nostra erk := 11 : a -4- n : 5 , ifiTegrali postrc- 
Bio ita aumto , ut evancscat posito t ziza ^b. 



Corallarium 2. 

647. Eodem modo etiam diffbrentia functionum H : x — U.y 
eiprimi potest, nmtando alterutrtus Ibrmulae radicalis aigntim, quo 
pacto formularum differentialium sigaum alterius convenctur« 

C o r o 1 1 a r^i u m 3. 

6 48. Qvantitas V comparationi harum flitiiCtionum inserTienc, 
erit algebraica, si haec formula diflTerentialis 

af[gH-c^>H-gf^— 7-4-gf-f-^f^}-4-gr<:y ~ r)-hggt-4-ffn^ 

integrationem admittat; quia altera pars ^=^J-— (JD -+- 2 € p«r 
se cst inte^rabilia. 



j::: i::^!:^^:-:':;:^:: ^jppJQ.j£: -^.- - '. :r ^r ^:.'!rr«: :•* -^jf f :• 



S c h o 1 i o Q. 

649. Hoc ergo argumentum plane norum de eomparatione 
jusmodi functionum transcendentium tam copiose pertractavimus , 
lam praesens institutunf ^f^lbtul&fe : ^i%t)atiirk Quando autem ejus 
•plicatio ad comparationem arcuum cnryarum, quorum longituds 
juamodi functionibus exprimitur^ ^erit facienda, uberiori erolutione 
it opus 9 ubi contemplatio singularium proprietatum ^ quae hoc md» 
Mrt^Mis/^umlRtt iMi/4ftifre '{lolerit ' C(«dttnf6de aofleii lioc 
gumentum ad, doctriniuv ^4^ resob^ippe fi^i^QatiQiium differentialium 
rerri yidetur/siquideift^bde e)rambdi aeqWtio illtegralia com- 

sta et quidem algebraice exhiberi possunt, quae aliia methodii 
istri^ indagantur« Hunc 4gitur huic. sectionis finem faciet metho- 
s generalis omnium aequationiim dtifferentialium integralia proxime 
icnninandi. 
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• r 

i. •« f •« ••«A'' I . 

X roposita aeqnatione difrerentlali quacunque, ^jus integrale comple- 
tum vero proxime a^signare. 

S o 1 u t i 0« 

Sint X ti y binae variabiles^ inter tyias aequatio di fFeremialii 
proponitur, atque haec aequatio hujusmodi habebit formam ut sit 
|-^ :zz V , existente V functione quaecunque ipsarum x et y. Jara 
cum integrale completum desideretur, hoc ita est interpretandum , 
ut dum ipsi x certus quidem valor puta x iiza tribuitur , altera 
variabili»; y datum quemdam valorem puta yzib adipiscatur. Quae- 
stionem ergo primo ita tractemus, ut investigemus valorera ipsiusy, 
quando ipsi x valor paulisper ab a discrepans tribuitur, seuposito 
xzn^ -^ (^9 ^t quaeramus y. Cum autem (o sit particula mini- 
xna, ctiam valor ipsius y minime a b discrepabil; unde dum x th 
a ueque «d a -(- w untttm mutatur, quantiutem^ Y iiuer^a Unquam 




. ^ 
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constantei» spectare licct r.i fi^vf 'poaHor ^ra et yrfi fiat VrA; 
,-!tVfJo.^afj ^^if «a ,i^^tat^^^^^ |j.=:> v if^oqu^ Jljtegran. 

y zz: 6 -H A «. Quepftj^fp^djyp . .e^^^ Tfi^or^b^>^iti^^;^ft|i8 

X ~ a et y zz: ft^, proxime sequentes a? zz: a -f- o) et yzi6-f-Aai 
jnvenimus^ ita ab his^sinfni' mddb' -i^p ' intervalla minima ulteriii» 



Proeredi licet .. quoad . tandein ad valores a primitivi^. qusuituinyis rc-» 
motoff peryeniatur. Quae operationes quo clanus pb ocuTos ponan^ 
tur/sequenti nipdo' stfccessiye jnstituantur». / 



I. 



IJpskiB I*' -'" ^^- :- * Vafeitet^reccessFrl 



;. 



X a, a^, a^^ a^'^ a^^, -v '. ^ . 'ar, or 

^ ..1 Aj A >. ,'^ y ^ \%- A > "^ . • • ,•-. ^» V^... . ^ 

■.,■•-..* : .■ r , ■ . i • ■ -■ . . ■ ' ■ # ■ . . , . • ' ' 

' Sdli^t cx iJfimi»«*ft?m a ct 'g^rifi datis, h!abettiir Trf A; tuitt 
-VeiV pr6' seeiineBs «rlt 5''':^ ft-f^ Ai(^ -^ «)y diflfercntFa a^-^a 
miniiB» "pro hibihi assutot». Hine ponendd arzrza et ymd^ col- 
•KgiCur VinA^, in«eq«ie pi-o -«ertiis obtiriebitttr 6''''itfr<'-+-A^ («^''-a^), 
/ nbirpoaito /o: znjcd^ /zt j^pzb^^ ^ ipwnitur V cz: A^<; ^ Janir pro quar- 

.tift,h%beWrauft y^^^fpz.^^ ponendo xziaf'^ 

€t^,,y ^fy^\ eolUgfimu» .V;s5A^^, sicqAie aii. . : valo^es a . primitiyis 

. qjaantumyia remotos progricdi /licftbH^ jkriqs» . aut^ . priqQft valores 

. ipsjus X successivos exbibeiis piK>^ lubitUi^a^ipi p.otest, dumnvodo 

. {ier« intervalla mipin^ a^dfiQda£ ^el «tiam; 4e8ciei)i[a.t.'. . ' 



I ; • ■ 

♦ •■ ,-» .i- f -■•,i' 



Ji!' '..': t ' - •■ *'• ' • !«:^ t^»: V » fV •*.*.** »» J JL*. ..t. 



. ..,C*rolIvari\um i t.. 

■ , ' :ri;. ' * . .■ : :'' '"■ ^ • -■ :■ *" • • ■ -; ' ■; 

' 6f i^« Fro sinKulis ergo interyalljs minimis calculus eodem.mo- 

■ *-* • • ^ ■*' •- •■ .p ■ ' ' • • t' ~ •• •' • ■ ' 

dcrin^tituitur^ sFcque ' valores , a quibus sequentia pendent, obtinen- 

lur. Hoc crgpj - fno^P * «ingujiis :pro or attsumtis- valoribus^ valorcs 

Ycspondcnfe^ ?£9iua. Ui l|saLgitiiri possunf.^ 
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CoroMarijim 7; 



• ^ f^ y^ V. A r I A .V « ■« m •»'• ■ > • ■" '♦■* " "• - - ■ 1 



. £< ; ' i;? . • •• • . ^- 



/. 



663. Quo tninora accipiunthr intenralla , ]>er <i^ae TaIo'f^ 
iptSas X progredt aMuniukittfar, ko iiccuratiu<" raiores' pro angtlfia 
eUcitintttr. Ihtertm tatnetf etrk^dtes in singuKt «bnnidssi; etia&ai''!^^ 
i&riltb mincftieai ob multifudinear coa c er taii ttor ; -'' 

» 



1' « 



663« Errores jauteib in fioc ' calculo ijide oriimtur| quod ui 
slngulis ihteryallis ambas ^uantitates :c et y ut constantes apecte- 
mus, sicque functio T pro cohstante liabeatur. Quo magia erga 
ralor ipsius Y a qnovis intenrallo ad sequens immutaCiiri ao i9ajo» 
res errores suat pertimescendi. 



S ch ol 10 ff 1. 

654« Hoc ihcommodum imprlmis' occurrit, ubi ralor ipsius 
y. vel evanescit vel in in^itqm eacrfscit, etiam^i ^mutiUionea ip^s 
X tt y accidentes sint satis parvae. Hia autem c^sibus cxroroa atl- 
iim enormes sequenti modo evitabuntur; «it pro i0iiio biyusjBodi m^ 
tervalli xzzza et yzzzb^ tum yero m ipsa jaeiiuatione proposita po* 

natur arizia^-aj ct ym 6-4-\|/» ut sit ^^ m V, in V autem ita 



itat substitutio a:nra-+.a>etyir:6-4^v|/, ut quantitatea w ct 
v|y tanquam minimae spectentuir, rejiciendo scilicet altiores pote- 
states prae inferioribus, hoc enim modo plerumque integrstio pro 
his intervallis actu institui poterit. Hac autem emendatione vix un- 
quam erit opus, nisi termini ex ipsis valoribns a et b nati se de- 
struant. Veluti si habeatur haec aequatio |^ — — ^ — , ac pro 
initio debeat esse xzzla et yrra; jam pro intervallo hinc inci- 
pieme ponatur arna-h-o) et y:raH-vJy habcbiturque ^^3 — ~~ 

seu 2ajavp— 2v|y&\J/=aaw, seu 3(0— ?^ — :=:i^^ 



per € a zzzi^ — "v multiplicatii et liitegrata praebef 
(t - i5;f!) 0) = =-7(1 ^ a^a|, 8 vj; ±z^ ^4 
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tjma posito to i= fieri debct \|/ zz: 0. Hinc crgo habctnr 

^ -— Tl^at -— ~T * » ®^ ^ ^^^ — ^ =^ — (6'' — *)^ » existente 
Ira; unde coUigitur pro scquente intervallo y nft -h"/— a(a^— ^), 
'quo casu patet yalorem x non ultra a augeri posse ,quia y fieret 
maginariunu 

5clix>llon 2. 

'666. Passim traduntur regulae aequationum difTerentialium 
Jitcgralia per series infinitas exprimendi, quae autem plermnquehoe 
fitio iaborant^ ut integralia tantum particularia cxhibeant, praeter- 
<|uam quod series illae certo tantum casu convergant, neque ergo 
Aliis casibus ullum iisum praesteiit. Veluti si proposita eit aequa- 
tio 3y-f-y3a; — aa?'*^^?, jubemur hujusmodi seriem in genere 
fingere 

.gua substituta fit 

xt A 0?« - » ^ (ot-h 1 ) B a?«H- (a-f 2) C 0;«+ ' ^ (a-+-3) D:r«+*-4-etc. 

L ^ B -H C H-etcXnO 



— aa;* 



a 



Statuatur ergo a— IzTn, seu arzn+l, eritque Azz:^— ^ tum 
vero reliquis terminis ad nihilum reductis 

B = ;;=^,C=:;^,D = -^^, etc^ 

n -4- 2 ' n-+-3' ^^n-4-il' 



n -+-.3 » » -h 4 ' 

«icque habebitur haec series 



n+l (n+l)(n-h2) (n-+.l)(n^2)(n-^3) 

ax^-^i 

(n-f-l)(n+^)(n-f-3)(n-h4) 

Verum hoc intcgrale tantum est particulare, quoniam evanesccnte or, 
fiimul y e vanescit , nisi n -f- 1 sit numerus negativus ; tum vero haec 
series non convergit, nisi x capiatur valde parvum. Quamobrem 

54 



4^6 G AFUT Vli 

Imc mi^ime cognoscerer licet. yalorea; ipsiuft y^ ^ reapondeai^. Ta 
lori})us quibuscunqije ipsius x. Hoc autem viua npa iaborat methp 
dus , quam liic aduiubrayimus , cum primo integralc completum prae 
be^t, dum scilicet pro dato ipsius x valore (datum ipsi y valorem 
tribuit, tum vero per intervalla minima procedens, semper proxime 
ad veritatem accedat, et quousque libuerlt progredi liceat. Sequenti 
autem modo haec methodus magis perfici poterit^ 

P r b 1 e m a 86. 

656» Methodum praecedentem , aequationes diflferentiales pro- 
zime integrandi, magis perficere, ut minus a vcritate aberret. 

S 1 u t i o. 

Proposita aequatione integranda g| — V, error methodi $up];a 

expositae inde oritur, quod per singula iQtervalla functio Y ut con- 
stans spectetur, cum tamen revera mutationem subeat, praecipue 
nisi intervalla statuantur minima. Yariabilitas autem ipsius V per 
quodvis intervallura simili modo in computum duci potest, quo in 
sectione praecedente §. 321. usi sumus. Scilicet si jara ipsi a: con- 
veniat t/, ex natura differentialiura ipsi x^^n^x vidimus con- 
venire 

y-i—^-ddy ^ ,.a3. ^ a^y-f-etc. 

qui valor sumto n infinito erit 

a. . nnd d y n3 d^ y - n^ 34- y . 

y H r -1 nrr ~" ^tc. 



i.a 1.2.3 * 1.2.3.4 

Statuatur jam x — nd x ziz a tt 

y '^noy -i —• H ~7 etc. zn b , 

^ ^ ' i.a 1.2.3 ' 1.2.3.4 

hicque valores in quovis intervallo ut primi spectentur, dum extre- 
mi per x tt y indicantur. Cum igitur sit n~^^^~. fiet 

-- A , {x^a) d^y (3e-a)^a3> (x-a)3a3 ^ (x— a)4a4> , 

y ^"i 5* "■ i.2d«a "*" i.a.3dx3"i. 2.3.4dx4 -T-etC- 



quae exfidf^Io^ Vi a: 'tHm mxxkam sHpd^i it^ <vi(lde<;6iivergit, ideo* 
qoe admodtlm eet idonea 'ad yalorem y proxime inyeniendum* Ve* 
Tom ad singulos termjnos hujus seriei evolyendos, notari oportet 

tut g^zziV, hincque |^ — 1^« Cum autcm V ait functio ipsa- 
rum X et y, si ponamiis 3 V±zM 3 o: -4-if 3y, ob ^ — V, erit 
jfzizM^-NV, aeu ^prlmendi modb jaih siipra ^posito 



l^ — (I5 + *^-^)^ 'q^** expresSio liti nata <ist «k^i^aebedeiitfe 
g~:ziV, ita ex 'Ca nascetur sequens 



IS = (H^) + Gs) (55)-^^ ''(a^+T^OP +'>'V(^> 

Quoniam vero Jpse valor ipsius y nondum est cognitus, hoc modo 
saltem obtinetur aequatlo algebraica, qua relatio inter x et .y ex* 
primitur, nisi forte sufBciat Jn terminis posuisse yz~b. 

Altera ;autem ^operatio §. 322. exposita valorem ipsius y^ qui 
ipsi X In :fine cujusque intervalli respondet, explicite deterniinabit , 
cum in Jnitio ejusdem Jntervalli fuerit x iz: a et yznb. Cum enim 
hinc posito .o? ~ a^ hd a^ si quiciem ja ^t b ut variabiles spec- 
temus, fiat 

quia est nizz^^^—, ideoque numeros infinitus, erit 

j V(«-a;a> (x-«gad6 (^-a)333&^_ .^^^ 



d h 

Est vero g^iziV, siquidem in functione V scribatur xz:a ti ydb; 
tum vero iisdem pro x et y valoribus substitutis, erit 

lu = ds + ^ (H) ■« 

^; = (^) H-2 v(5^+y y (^>+a-|)((|S+v(|r)], 

linde sequehtes simili modo fomiari oportet. Sit igitur postquam , 
scripserimus x iz: a »et yzizbj 

ali — ^'515^— ^»di3— C,d^ — D, etc- 
.ac valori xzzza ^ (a conveniet iste valor 
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qni duo valores jam pro sequente intervallo erunt iaitiales^ ex qm>- 
Ims simili modo finales erui oportet. 

Corollarium i^ 

fr6 7* Quontam hic yariabilitatia ftinctionis Y ratibnem haboi- 
mus, interyalla jam maj^ora statuere Ilcet, ae si illas formulas A^ 
B,C,D, etc. in infinitum continuare veiremusr, interyalla quantum* 
¥is magna assumi possent, tum autem pro y oriretur series infinitav 

C r 1 1 a r i u m 2^ 

65 8. Si seriei inventa^ tantum binos terminos primos auma* 
mus, ut sit ^ 1=: 6 -h A 0), habebitur determinatio praecedens, un^ 
de shnul' patet errorent ibi commissimi. sequentibu« terminis junctin» 
tumtis aequari.. 

C r e n ar i^u m 5. 

669. Etiamsi autero seriei inventae plures terminos capFamus ^ 
eonsullum tamen non erit intervalla nirais magna constitui, ut oj va^ 
iorem modicum obtineat, praecipue si quantitates B, C, D, etc 
evadant valde magnae. 

5 c h li n*. 

6 60. Maximo incommodo hae operationes turbantur , si quanp- 
do horum coefficientium A, B, C, D, etc. quidara in infinitum ex- 
crescant. Evenit autem hoc tantum in certis intervallis, ubi ipsa 
quantitas V vel in nihilum abit vel in infinitura, cui incomraodo, 
queraadraodura sit occurrendura, jam innuiraus et mox accuratius 
ostenderaus. Cacterura calculus pro singulis intervallis pari raodo 
instituitur, ita ut cura ejus ratio pro intervallo prirao fuerit inventa^ 
quod incipit a valoribus pro lubrtu assuratis xzzza et y ~ ft , eu^ 
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dem pro sequentibus intervallis sit valitura. Cum enlm pro fine in- 
tervalli primi fiat 

a? zz: a -+- oj zz a^ et 

y = 6 4- A G> 4-1 B 0)^ + 1 C 0)^ + ^ D 0)* -+-etc. = 6^ 

lii erunt vc^lores initiales pro intervatto secundo, ex quibus simili 
modo finales elici oportet; hic sciticet calculus innitetur perinde iit- 
teris af et h\ ac prior iitteris a et ^» id quod clarius ex exem* 
plis subjunctis patebit* 

£xe mp lum 1» 

6 6 1 • Aequationis dijfferentialis dyz^dx (x^ -H ^ ^ i^te^ 
grale completum proxime investigare. 

Cum hic sit V = If =: o:» + ^ y , crit differentiandc. 



sicque porro 

l^iz: n (n — l) o?*""* + nc;:t:"""* -^cc x^ -^-c^ y 

l^ nrn (n — i)(n— ^^o^^^^-^-n^n— l)ca?'^^4-ncca?^--'»H-c^a:^H-cV 

ete. 

Quodsi ergo ponaraus valori xziza^ convenird t/~b^ alii cuicun- 
que valori x — a -f- o) conveniet 

y—fr-hoj^cfr-f-a^^^^-loj^^ccft-f-ca^-^n «**""') 

H-^a)^[c^^-+-cca'*-4-nca'*""'-V'*(^— 1)«''"*] 
-f-^co^Lc^ft-HC^a^-^ncca^-^-hnCn-Dca^^^^H-n (n- *) (n-a^a'*-^] 

etc. 

quae series sumta quantltate co satis parva, quantumvis promte con^- 
vergit , sieque posito a-HO)— a"" et respondente valore ipsius yzil/^ 
hinc simili modo ad sequentes . perveniemus^ quam operationem^ 
(luousque lubuerit^ continuarc licet. 
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£ xei&'pliiili ^. 

662* ^equationis differentialis 5 ^ m 9 a; (a: a? -+- y y) in^ 
tegrnle completum proxime investigare. 

Cum hic sit ^ — V nz a? o: -f- y y , erit continuo differen- 
tiando 



3x3 



l^ =: 4y.f.l2rr^-f-26 xyy ^16 x^ y ^40 xxy^ 4- 24y^ 



-f-240x^y*-f- 120 1/^- 
Quare si initio sit xtiza fit yzzib^ erit 

A in a a -^b b 

Bizi2a + 2aa6-|-2 6^ 

C izz 2 -+- 4 a 6 -h 2 a* -4- 8 a a 6 ft ^^ 6 6* 

D— 4 6+ 12 a^ -f-20^6ft-hl6 a*6+ 40 aa6'-f- 24 ft^ 

£ = 40 a^ -{-246^-hl04a^*-+-120a63H-16a^-hl36a^A' 

240 a^b^ -f- 120 A^, 

unde valori cuicunque alii xzzia -{- o) <H)nvenict 

i/zz6-f-Aa)-+-iBa}^-f-^C<o^-l^iDci)*-hsi5'E(ii^H- etc. 

atque ex talibus binis valoribus, qui sint xzzLof tVyzzzl/^ denuo 
sequcntes elici possunt. 

S c h I i n. 

6 6 8. Quoniam totum hegotium ad ihventionem horum coef- 
ficientium A, B, C, D, etc. redit, obserro eosdem sine differen- 

tiatione inYeniri posse, id quod in hoc postrcrao exemplo g- ziz 
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xx-^yy Ha praestabijtur^ Cum atatuamua posito a7=ia fieii yzib^ 
ponamus in genere xzna rir. (i) ct y :zi ^ -H v|/ , et nostra acqua- 
tio induet hanc formam 

et qura evaneseente o) slmul evanescit v(/, sumamus 

v|y — aco-l-j3ci)*-+-Y 0)^ + 5 (i)* + ea)* + etc. 

hocque valore substituto prodibit 

a + 2 |3 0) -f- 3 y 0).' + 4 5 0)? + 5 € 0)* + etc. = 
aa-f- bb 



2 


aia- 


-f-(i)ca 








2 


eibu 


-f-2f3fta) 


»4- 2^6«'+ 


2 56«* H- 


etc. 






-ha^o)* 


+ 2a|3a)* ■+■ 


2aya)*-l- 


etc. 



p(3a)* 
singulis ergo terminis ad nihilum reductis fiet 

aiiiaa-4-6 6,2j3zz:2a6--t-2a, 3yzz:2j3^-f-aa4- 1, 

4 5 = 2yft-»-2 a|3, 6 gzz: 2 56 ^- 2 a Y-hPP 
6^i=:2 e6 -4-2a5-f-2(3Y, etc. 

unde iidem valores qui supra per difFerentiationem eliciuntur. Vti 
haec methodus simplicior est praecedente, ita etiam hoc illi prae- 
stat, quod semper in usum vocari possit, cum illa interdum frustra 
applicetur, veluti in exemplis allatis evenit, si valores initiales act6 
evanescant, ubi plerique coefBcientes in nihilum abirent. Quod 
idem incommodum jam supra animadveilimus, cum adeo evenire 
possit, ut omnes coefBcientes vel evanescant, vei in infipitum abe- 
ant. Yerum hoc nonnisi in certis intervallis usu venit, pro quibus 
ergo calculum peculiari modo institui conveniet; reliquis autem in- 
tervallis methodus hic exposita per differentiationem procedens com* 
modius adhiberi videtur, quippe quae saepe facilius instituitur quam 
substitutio, certisque regulis continetur, semper iocum habentibus 
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etiam in aequatiombus transcendentibus. Quate pro aingularibus il* 
lls intervallis praecepta tradere oportebit 

Froblema 87^ 

664. Si in integratione aequatlonis ^zrzV pro quopiam in« 

tervallo eveniat, ut quantitas Y yel evane^ycaty vel fiat infinita^ in^ 
tegrationem pro isto intervallo instituerCi. 

S o 1 u t i 0« 

Sit pro initio intervaUi, quod contemplamur x~a et yzib^ 
quo casu cum Y rel evanescat vel in infinitum abeat, ponamus 

l^ m: ~, ita ut posito xzzLa et yznb^ vei P vei Q vel utrum- 

que evanescat. Statuamu3 ergo ut ab his terminis ulterius progre- 

diamur , a: ~ a + Ci) et y — 6 + vp , fictque ^ ~ 5-^ : atque tam 

P quam Q erit functio ipsarum co et vp, quarum altcra saltem 
evanescat , facto co zn et vl/ zz: o. Jam ad rationem inter cd et 

v|/ proxime saltem investigandam , ponatur v(y zz: m o)* , erit ^ 

,— mnco**""', hincque m n Q co"^' zz: P; ubi P et Q ob vpzimco'* 
meras potestates ipsius co contincbunt, quarum tantum minimas in 
calculo retinuisse sufficit, cum altiores prae his ut evanescentes 
spectari queant. Infimae ergo potestatcs ipsius co inter se aequa- 
les reddantur, simulque ad nihilum redigantur; unde tam exponens 
n quam coefficiens m determinabitur. Si deinde relationem inter co 
et y\j exactius cognoscere velimus, inventis m et n, ad altiorespo* 
lestates ascendamus ponendo 

vjy zz: m co"" -h M co''"+"^ -h N co^ + ^ etc. 
hincque simili modo sequentes partes definientur , quousque ob 
magnitudinem intervalli seu particulae O) necessarium visum fuerit. 

CoroMarium 2. 
6 6 5. Si posito x zzza et yzzb^ neque P neque Q evane- 
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seftt , subfetitutione adhibita reperietor |^ — ^^'|^' , hincque proii- 

me a d vp = A d co et v(/ zz: — co , qui e«t primus terminus praeoc- 
dentis approjumationis , quo invento reliqui ut ante se habebunt. 



C r^ liar ium 2. 



666. Si a tantum eyanescat, habebitur 
l^ (M CD^ 4- N vp^ etc.) =: A 
proxime : unde posito vp nz m co* fit 

kznmn co"*-' (M co^ +N7n^ co'*^; 



quod autem non Talet, nisi sit k(1 — M.) Ir*^ fx seu kJ>-^— . Sin 
autem sit v <f 7-'^—, statui debet n — l-+-nKrr:0 seu niiz— ^ > 

altero termino ut infima potestate spectata. At si fuerit vzi-^-r^ 

ambo termini pro paribus potestatibus erunt habendi, fietque nz 1 -fJi 
oit A iz: m n (M -h N m^) , undc m definiri debet. 

S c h 1 i n. 

667. Tn genere hic vix quiccjuain praecipere licet, sed quo- 
Tis casu oblato haud difficile est omnia , quae ad solutionem perdu- 
cunt, perspicere. Si quidem omnes exponcntes essent integri, regu- 
la illa Newtoniana^ qua ope parallelogrammi resolutio aequationum 
inslruitur, hic in usum vocari posset; tum vero exponentium frac- 
torum ad integros reductio satis est nota. Verum hujusmodi casus 
tam raro occurrunt, ut inutile foret in praeceptis prolixum esse, 
quae quovis casu ab exercitatio facile conduntur. Veluti si perve- 

niatur ad hanc aequationem ^^ (a }/ co -+• |3 vp) zzi y , ex superio* 

ribus patet primam operatiouem dare \^ zn m )/ co , unde fit | m 
((X 4- 13 m) zz y, unde m innotescit idque duplici modo. Quin 
ctiam haec aequatio, posito y^cozzyt?, ad homogeneitatem reducitur, 

66 
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ideoq^iie reren integrari poteM: ▼erum haec tix nnqQain nsixm ha- 
bitura fiiaius non proisequor, aed, quod adhuc in hac parte pertrac* 
tandum restat exponam, quomodo ejusmodi aequationet dtfferentia- 

les resolYi oporteat, in quibus diffbrentiafium ratio puta ^^P ▼^l 
plnres obtinet dimensiones , vel adeo transcendenter ingreditur , quo 
absoluto partem secundam, in qua differentiaiia altiorium graduura 
ocourrant, aggrediar. 



CALCULI INTEGRALIS 

LIBER PRIOR. 



PARS PRIMA, 

S E U 

METHODUS INVESTIGANDI FUNCTIONES UNIUS TA-. 

RIABILIS EX DATA RELATIONE QUACUNQYE 

DIFFERENTIALIUM PRIMI GRADUS. 



SECTIO TERTIA. 



D E 



RESOLUTIONE AEQUATIONAM DIFFERENTIALIUM 

MAGIS COMPLICATARUM. 



RESOLUTIONE' AEQUATIONUM DIFFERENTIALIU M IN QUI- 

BUS DIFFERENTIALIA AD PLURES DIMENSIONES 

ASSURGUNT, VEL ADEO TRANSCENDENTER 

IMPLICANTUR. 

Problema' 8 8. 
fl6 8V 

Jr esita' diffcrcntialium relatione ^^ zi: /i , si proponatur aequatio^ 

quaecunque inter blnas quantitates x ct p^ relatiQnem inter ipsas 
variabiles x et y investigare. 

S 1 u t i o: 

Cum detur aequatio intcr p ct Xy conccssa acquationum reso*^ 
futione, cx ca quaeratur p pcr x, ac rcperietur functio ipsius x^ 
quac ipsi p erit aequalis. Pervcnietur ergo ad .hujusmodi aec[uatio- 
ncm p z=: X ^ cxistcntc X functione quapiam ipsius x tantum. Qua- 

re cum sit pzzz^y habebimus ^yiziXda?, sicque quacstto ad 

sectionem primam cst rcducta , unde formulae X d ^ integralc invc-* 
stigari oportet, quo facto integrale quacsitum crit f/nzfXd x. 

Si acquatio inter x ct p data ita fuerit comparata, ut inde 
facilius X per p definiri possit, quaeratur x^ prodcatquc o: — P, 
existcntc P functionc quadam ipsius p. Hac igitur aequatione dif- 
ferentiata erit d xzzzdPx hincquc d y^pd xinpd^^ unde in- 
tcgrando clicitur y zizfpdP^ seu yzizpV — fPdp. Hinc ergo^ 
ambae variabiles x et y pcr tcrtiais p ita dQtQcVMUftntur, ut sii 
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xz=P et yz=zpP-~/?dp, 
onde relatio inter or et y est manifesta. 

• 

Si neque p commorte per x, neque x per p definiri queat, 
saepe efBci potest, ut utraque commode per novam quantitatem u 
definialur; ponamus ergo inveniri xzzzV et pzzzY^ ut U et V 
sint functiones ejusdem yariabilis u. Hinc ergo erit d y ^ Pd ^ 
znydVj et yznyV^U, sicque x et y per eandem novam ra- 
riabilem u exprimuntur. 

CoroUarium 1. 

669. Simili modo resolvetur casus, quo aequatio quaecun- 
que inter p et alteram variabilem y proponitur, quoniam binas va- 
riabiles x et y inter se' permutare licet. Tum autem sive p per 
y; sive y per p, sive utraque per novam variabilem u definiatur, 

notari oportet esse d xz=z~- 

Coroliarium 2. 



6 70. Cum ■/ (3 or^ -h 3 y^) exprimat elementum arcus cur- 
vac, cujus coordinatae rectangulae sunt o: et j/, si ratio 

acquctur functioni vel ipsius x vel ipsius 'j/, hinc relatio inter x 
ct y invenin potcrit. 

Corollarium 3. 

6 71. Quoniam hoc modo relatio inter x ti y per integra- 
lloncm invenitur, simul nova quantitas constans introducitur , quo- 
«?iicu illa relatio pro integrali completo erit habenda. 

S c h I i n 1. 
o72« llactenus ejusmodi tantum aequationes differentiales exa- 
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nlni subjicimus^ quibus posito ^zzzp^ ejusmodi relatio iuter ter- 

nas quantitates x^ y et p proponitur, unde valor ipsius p com- 

inode per x et y exprimi potest, ita ut pzzi^ aequetur functioni 

cuipiam ipsarum x et y. Nunc igitur ejusmodi relationes inter ^, 
y tt p considerandae veniunt, ex quibus valorem ipsius p vei mi- 
nus commode, vei plane non, per x et y definire liceat; atque hic 
simplicissimus casus sine dubio est, quando in relatione proposita 
altera variabilis x seu y plane deest, ita ut tantum relatio inter p 
et X vel p et y proponatur; quem casum in hoc problemate expe- 
clivimus. Solutionis autem vis in eo versatur, ut proposita aequa* 
tione inter x et p^ non littera p per a?, nisi forte hoc facile prae* 
stari queat, sed potius x per p^ vel etiam utraque per novam va* 
riabilem u definiatw* Yeluti si proponatur haec aequado 

xdx^-^^adyzzzbyQx^^d y^), 
quae posito ^zizp^ abit in hanc 

o: -l- ap = 6 /(1 H-p p), 

hinc minus commode dcfiniretur p per x. Cum autem sit 

x — byn -^pp) — ap, ob yz=Lfpdxz=:px —fxdPf 
erit 

yzzzbpy ii ^ppy —app-^-bfdpyii -h^pp^ 4-J^P/>; 

sicque relatio inter x et y constat. Sin autem perventum fuerit 
ad talem aequationem 

x^dxi^ -i-dy^ zi: axd ^'^d y seu a:' -f-p^ zn a/iar, 

hic neque x per p neque p per x commode definirc licet; ex quo 
pono pzizu x^ unde fit x -|- m' a: m: a w, hincque x zn 74~5 ct 

P — T+^^ Jam ob dx=: (,^^3^, \ colhgitur yi:aa p ^^ J^ ^j ^^ 
ac rcducendo hanc formam ad simpliciorem 

2Tt3— I /• UuBu 
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S c h o 1 i o n 2. 

6 73. Cum igitur hunc casum, quo aequatio vel intet x et 
/; vel inter y et p proponitur, generatim expedire licuerit, viden- 
dum est quibus casibus evolutio succedat, quando omnes tres qtiaii- 
titates x, y et p m aequatione proposita Jnsunt. Ac primo qni- 
dem observo , dummodo binae variabiles x et t/ ubique eun- 
dem dimenslonum numerum adimpleant, quomodocunqtte praeterea 
quantitas p ingrediatur, resolutionem semper ad casus ante tracta- 
tos revocari posse; tales scilicet acquationes perinde tractare licet, 
atque aequationes homogeneas, ad quod genus etiam merito refe- 
runtur, cum dimensiones a differentialibus natae ubique debeant es* 
se pares , et indicium ex solis quantitatibus iinitis x .et y peti opor* 
teat. Quae ergo dummodo ubique eundem dimensionum numerum 
constituant, aequatio pro homogenea erit habenda, vduti est 

xxd y — y y/Qx^-i^d y^) — o seu 

px X — yyy/ (i ^- pp) z=z 0. 

Deinde etiam ejusmodi aequationes evolutionem admitturtt, in qui- 
bus altera variabilis x vel y plus una dimensione nusquam habet^ 

utcunque praeterea differentialium ratio p ^ ^ ingrediatur. Hos er- 

go casus hic accuratius explicemus. 

Problema 89. 

6 74. Posito pzn^, si in aequatione inter x, y et p ipvo- 

posita binae variabiles x tt y ubique eundem dimensionum nume- 
rum compleant, invenire relationem inter x et y^ quae illius ae- 
quationis sit integrale completum. 

S I u t i o. 
Cum in aequatione inter x^ y et p proposita binae variablles 
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ai: tt y ubique eundem dimensionum numerum constituanti si pona- 
itius yzziiiXj quantitas x inde per divisionem tolletur, habebitur* 
que acquatio inter duas tantum quantitates u et />, qua earum re- 
latio ita definietur, ut vel u per p, \el p per u detcrminari 
possit. Jam cx posrtiene y ziz u x scquitur 3 y zzi ud x -j- 
a; 3 zi , cum igitur sit 3 y — /> 5 o:, erit pdx — ud xzixd u^ 
ideoque — zn rzzi; ^"*^ itaque p per u datur , formula difTerenr 
tialis _i- nnicam variabilem <:omplecten8 pcr rcgulas primae 8cc>- 

tionis integretur, eritque l x znf-^r^^ sicque x per u determina- 

tur; et cum sit yzzzux^ ambae variabiles x ei y per eandem 
tertiam variabilem u determinantur, et quia illa integratio eonstan- 
tem arbitrariam inducit, haec relatio inter x et y erit integrale 
complelum. 

Corollarium 1. 

675. Cum sit — — r^, erit etiam l x zn — l(j) — u) 

^f-^^^ quae formula commodior est, si forte ex aequatione in- 
ter p et u proposita, quantitas u facilius per p definitun 

C r oll ar iu m 2. 

6 76. Quodsi integrale /r^^ vel f^r^ per logarithmos ex- 

— ^ nz / U , crit l X — IC -f-/U; hincquc 
X zzzCV j et j/iz:CUm; unde relatio inter x et y algebraicc da- 
bitur : et cum sit m ~ — , haec tertia variabilis u facilc cliditur. 

S c h I i n. 

6 77. Eandem hanc resolutionem supra in aequationibus ho- 
mogeneis ordinariis docuimus, quae ergo ob dimcnsiones difTercntia* 
h'um non turbatur; quin etiam succedit, ctiamsi ratio diffcrcntialium 

66 
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K^zzLp transcendentcr ingrediatur. Hoc modo scilicet resolutio ad 

integrationem aequationis difFerentialis separatae- — ~ --^ perduci- 

tur, queraadmodum etiam supra per priorem raethodum negotium 
fuit expeditum. Altcra vero mcthodus, qua supra usisumus, quac- 
rendo factorem qui aequationem difFcrentialem reddat per se intc- 
grabilem, hic plane locum non habet, cum per difFerentiationem ac- 
c^uationis finitae nunquam difTerentialia ad plures dimensiones exsur- 
gere queant. Non ergo hoc raodo invenitur aequatio finita inter x 
c^ y> quae differentiata ipsara aequationem propositam reproducat, 
scd quae saltem cum ea conveniat, et quidem non obstante arbi- 
traria ilia constante , quae per integrationem ingressa , integrale com- 
pletum reddit. 

Exemplum 1* 

6 78. Si in aequationem propositam neutra variabilium % 
et y ipsa ingrediatur , sed tantum differentialium ratio |^ zz /7 , 
integrale complctum assignare. 

Posito ergo ^iz:/?, aequatio proposita solam variabilem /) 

cum constantibus complectetur, unde ex ejus resolutione, prout plu- 
res involvat radices, orietur /^ — a, />zz:|3, pzzzy etc. Jam ob 

p ziZj^^ ex singulis radicibus integralia completa clicientur , quac 
erunt 

yzncLx^a, yzzz^x -^b^ yzizyx-\-c^ etc. 

quae singula aequationi propositae aeque satisfaciunt. Quae si vc- 
*imus omnia una aequatione finita complccti, erit integrale com- 
pletum 

(y — • a o: — a) (// — ^x — 6) (y — V a: — c) ctc. =i , 
quae uti apparet non unam novam constantem, sed plures a, ft, 
c, etc. comprehendit, tot scilicet, quot aequatio difTerentialis plu- 
rium dimensionum habuerit radices. 
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C o r 1 1 a r i um 4. 

6 79. Ita aequationis diflerentialis 3 y^ — 9 o:^ — seu 
p — l~0,obp — -f-1 et;?zr: — 1, duo habemus integra- 
i f/ ~ ar -j- a et ynz — a?-f-6, quae in unum collecta dant 
^ -^- or — a) (y -+- a: — 6) — , seu 

y y — XX — (a-f-6)i/ — (a — 6)a:-f-a6n:0. 

Corollarium 2. 

68 0. Proposita aequatione 3 j/^ -f- ^ o:^ zn seu ;?^ -h 1 z: Of , 
) radices p =i — 1 , p zn ^^^'^^ — ^^ , et p ~ ^-^^^^^^ — — ^ , erit vel 

rz — xA-a^ vel y — i^i~=^ x-h^, vel y ii= i^=^ — x h- c, 
lae collecta praebeut 






a a 



_l_ (6 c — ^-^^^y^ a <? — L±L^-=:i ab)x^abc=zOy 

lae aequatio etiam ita exhiberi potest 

y^ ^x^ — fyy — gxy^ — /ia;a: -f-Aj/ -hBa: -*-C — O, 

>i constantes A, B, C, ita debent esse comparatae, ut aequatio 
lec resolutionem in tres simplices admittat. 

Exemplum 2. 

68 1. Proposita aequatione differentiali 
y 9 o: — ar / (D a:^ -I- 3 y^) iz: , 
us integrale completum invenire. 

Posito llzzp, fit «/ — a:/(l -f-/}/>) — 0; sit crgo yzLux^ 
•it u n:: }/ ( 1 -^p p), et — iz: 4r~ » "^^^ P^^' altcram formulam 
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cujus integrale est ^ -f-o: ~ 2 a, ut ante, nisi quod altera solu- 

tio X nz hinc non eliciatur, Verum cura aequatio illa quadrata 
posito 71 iz: 1 , subito abeat in sinipliccm, altera radix perit, quac 
reperitur ponendo n ~ 1 — a, quo fit * ' • 

y y — 2p X y zizx X — 2 ax x — 2 ap p x x^ 

ideoquc p x infinitum , rejectis ergo terminis prae reliquis evanescen- 
tibus est — p X y zzz x x — 2 app x x^ quae divisibilis per x^ al- 
teram praebet solutionem x zzi 0. Talis quidem resolutio succedit, 
quando valorem p pcr radicis extractionem elicere licet; sed si ac- 
quatio ad plures dimensiones ascendat, vel adeo transccndens fiat, 
methodo hic exposita carere non possumus. 

E xe m p I um A. 
684. Proposita aequatione 

xdy^-^ydx^^zdydxyxyOpf^^ -^dy^ 

ejus integrale completum investigare. 

Posito ^-^znpj et y—zuxy nostra aequatio induet hanc for- 
mam p^ -{- u zzi p y u (l ^pp)^ unde conficitur 



Inde autem est 



/mzhIp/CI +/^p) -H 1^/(1 — 4 /7 +/7 /7), 

et quadrando 

u=:lpp —p^ -^lp^ ^lppyH -^pp^ii ^Ap^pp)^ 

hincque 

P — ^ = ip(ii'{-PP)<i2-'p)'^ippy(l^pp)(i^4p^pp), 
unde colligimus 

JP dp^^ — p) dpV{i — ip -^pp) 

f— tt 2j)(i — f-4-f f>) 2(1— f-hf f>)V(i-l->f)* 
In quorum membrorum posteriore, si ponatur )/ ' ^^^^ ziOy ob 
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P — r=^4 » ^P — (.— 9?)» y [4— ('—««)»] * 

obtinebitur ' 

fdp I / 3f>(a — f ) t 2 /! ??»<? 

/J> — tt ajp(i — p-i-pp)~ Ji5~i-qq)Vli—ii—qq)'-i 

ubi membrum posterius neque per logarithmos, neque arcus circu- 
lares integrari potest. 

Exemptum 5r 

685. Invenire relationem inter x et y^ ut posito s z^ 
//(3 o;^ + 5 t/^), /Za^ ssz:z2 xy. 

Cum sit izz:}/2a?z/, erit 

hincque posito ||:=:;> et yzrzuxy fiet / ( i -j- /> p) z= ^^, seu 

M — /2 M ( 1 -^~pp) — p » et radice extracta 

Wu — ,/ '+?<» I ' — f I— f>-4-y(i-Vf >f)^ 

' f^ a ~T Va ' Va 

quare 



«=1 — /7-|-pp-f-(l — ;>)/ (1 -f-;»;>), et 
P — M=:: — (I —p)[i —p -1-/(1 -H/?;')]. 
Ergo 

At posito p zzz ' ^^ , fit 
hincquc 
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Jam 

^ — OH-^)fi — a^ — ^^ — . LL±L22Ii3liL±j3^ 

sicqne hsbetar 

ttbl est M=:^z=:|(lH-«7)^, et 1 -f-v=/y^, unde 



* = , 



T^yC^yf* ^- - -y=«(^^f % vel 



£st crgo aeqoatio inter x ti y interscendens , uti vocari solet. 

S ch ollo n« 

65t>. FacUius haec resolutio absolvitur quaerendo statim ex 
aeviuaiionc 

u »-/» = > :? w ( 1 -f-;»/») > seu uu^2up-]^pp—2u-4-2upp 
vaKnrm IpsiUs^ />, qui tit 

- k-4- > (uK-4Ut<"^-^u-4-att3— nt i) ^^^ tt4-(i— ii) V^au 

(i — u)(iu-+->'«tt) (f— tt^Vfltt 

# ••— — itt— .1 ~" vatt— I 

Qu«U'f 

. /-i^tt />>tt(>'att— p j^. V r 3tt 

' (• •<)»••• ~" > «*' I — w "~ y a 1 — i; ' 



SEC.TIO IH. ,44J 

I 

Undc ob ii=:f , reperiiur xz^^^i^^yY^ ut ante: Va- 

re si cuWa desideretur coordinaiis rectangulls x et y deierminan- 
da , ut ejus arcus s sit ziz y 2 x y, erit aequatio ejur ri aturaxn' dea 
fioiens 



(/a?-+.>/y)^ " zzaC/Ar — |/j/)^ 



Caeterum evidens est slmili modo quaestionem resolvi posse, si ar- 
cus ^ functioni cuicunque homogeneae unius dimensioivs ipsarum x 
et y aequetur, seu si proponatur aequatio quaecunque homogenca 
inter o?, ^ et ^, id quod sequenti problemate ostcndisse operfte 
crit pretiunu 

Pr ob 1 em a 90. * 

68 7. Si fuerit s zzz/y (d x^ ^d y^)j atque aequatio pro- 
ponatur homogenea quaecunque inter rc, y et ^, in qua scilicet hae 
tres variabiles x^ y ei s^ ubique eundem dimensionum numerum 
constltuanti invenire aequationem finitam inter x et y. 

Soiutlo. 

Ponatur yznux et szzzvx^ tit hac substitutione ex aequa- 
tione homogenea proposita variabilis x elidatur^ et aequatiQ oh^- 
neatur inter binas m et v, unde v per u definiri possit. Tum ve- 
ro sit dyzzzpd x^ eritque : . 

d szzzd xV (i -^pp)y unde fit . , . 

^, pdxz^iud^jc^xdu^ «t 3a?)/(l tI-/)/?)— i;3;c+f .^iVt . > 
ergo i ■ : "' 

dx _ 9 tt dv 

Quia nunc v datur per u, sit dvz^^qd^rtH habeatur - 

67 



» • ■ 
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/(1 -{-pp^^^v^pq^^fu, 
tk sumtis qu&drati& 

«nde elicitixr 






Quare hinc deducimus 

dx du — qq) 9ii(^i;—tt—y[(i;—i|tt)*'-- 14-44] 

» g/».— tt-f-V^Uv — 4it)*>-i+M] "^ i-Htttt — vv •' 



tmde cum t; et ^ dentur per u,. inyenirl potest x per eandent u :. 
at ob 7 d u zn d v fiet 

/a: = /a / / ( t -f- ^ u — vv> ~ ^ ^^^' C(t;-^u)« -^ . +^ 4] 

tam Tero est yzizuXy aeu. posito» ^ loca tt habebitur aequatio) 
qpaesita: inter x et ^,. 

Cor riar iu m 1- 

68 8; Cunr ^ exprFmat arcum^ curvae coordihatis rectangulis; 
X tt y rcspondentem , sic definitur curva, cujus arcus aequatur func- 
tibni cuicunque unius dimensionis ipsarum; ^ et y; quae ergo erit. 
aJgebraica, si integralc 

r 3tty[(i/-"4tt)» — 1-4-4€3 

"^ I -+-tttt — vv 

per logarithmos exhiberi potest*. 

C o r 1 1 a r i u nr 2\, 

6 89« Slmili modo resolvi poterit problema, si s ejusmodi 
fbrmulkm integralem exprimat , ut slt d s zizQd ^ 9 existente Q 
functione quacunque quantitatum py u et v.. Tum autem: ex aequa- 

Ijute -^ — ^^ =1 ^^ valorem; ipsius; p^ clioi. oportet ,. et quia v 
per u datury crit ^^^f^^ 
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*.-' 



£xeinplaiii 1 



'69 0* Si debeat esse s ^izzvlx -4-J3 y , etk v^xi^^u^ 
•et gzzz^zzzfi^ hinc v — ^uzizxi^ «rgo 

qiiae ponrema paiB ^ 
quae transfonnatur in 

, ; < PP--i)it-i-ap~y(aaH-PP-i) 

2 * (Pp-iJ«H-«ii-t-y l,a a-t-P P- i/ 

Quare poB]to uzn — j ^iequatio integralis quaesita «st, ^umtis quar 

dratis , 

^*-^yy—icLx-^:?y'^ (PP — Qy-^-aP^— »Vftt«H-PP — 

aa (P^ — ^J>-t-«.P«^« V(«« -HP P - 

At posito 

<|3p — i)^-4-ap^^a?/(aaH-p|3-- i) = Q 
est 

PQ=<PP— l)^yi/^-2aP<pp--l)rry-h<a«~0(Pf3--l)a:x 

— (|3p— t)[<a:r^py)«--arrr— yy], 

iinde mutata t^onstaute fit ^— •—, eygo yel Tzzii Tel Qnzi; 
solutio ergo in genere «st 

W^ i>y4-«P^it*|/<«aH-pf3— i)=:c, 
quac «8t aequatio pro linea rects. 

Exemplum 3. 

691. Si debeat esse ^^ s;: ^^-^ , erit vzzznuu et gzz:2nui^ 

unde i-^uu^-^vvzz.i^uu-^nnu^ ct t;— ^um— nuu, 
crgo 



4fi2a S3BCTI0 IIL 

/a:z=:/a~//(l + uw — nnw^)— / ,Vuu-n>i "^ ^ 

quae formula autem per logarlthmos integrari nequit. 

Exemplum 3. 

692. Si debeat esse sszizxx-^yy^ crit i; rz: }/(! -|-iiii) 
et y ~ . . ^^ , unde fit 1 -hww — t;i;zi:0| soiutionem ergo cx 
priinis formulis repeti convenit, unde fit 
v^qu — y^^^^^y 

7 7 — 1 =7^^, et 7i;~u=:a; • - • 

ergo p — u — 0, seu ^ — ^ nz , ita ut prodeat y 'znn sc. 

Exemplum 4. 

■ « 

6§3. Si debeat esse ssznyy-^nxx^ seu t;zi:|/(uu-f-n), 

ct qnz. ^. ^ . — r, erit 1 -4-uu — vvznl— ;i, i; — quzn^r? — ~. — ^ 
^ y {uu^v,\.^ ' ' y(ttu-t-») 

— n 
tttt-f- n* 

/^iii/a-//(l — n)- — /- /(uu^-n) 

= ^ 6 -4-7^^^ / [w + / (w w -*- w)], 
hincque 

/n — 1 

T — V X J 

Quoties ergo -^^ est numerus quadratus, aequatio inter a: et y 

prodit algebraica. Sit y/ -^ ziz m , erit n — ^^ ti s s zoz y y 

— , cui conditioni satisfit hac aequatione algebraica 



tt q q ' — 1 zz: — -^ . Quare habebitur 



JDraica. Dit y -^-zi: m, eric nzzz—^^ 

mm X X 
mm 

quae tranformatur in 

a;« — 2 6'» a? « y = ^j^J-^ **, scu 
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9 3 

(mm — t)x^^—mmb^ 



a 1 — m 



2(pim — i)b^ X 



m 



C r 1 1 a r j u na. 

69 4. Ponamus miz:-^, ac si fuerit 

'^*-J-^(nn ~ i) x^"" . . 

, erit 



.« 



2(nn— 1) 6*0?' 

«X , /.. ^ XX 






Qutre si 

ProblemaQl. 

69 5. Si posito —^zizp^ cjusmodi detur aequatio inter x^ y 

et ;?, in qua altera yariabilis y unlcam tantum habeat dimensioncm, 
invenire relationem inter binas variabites o: et y. 

S o 1 u t i o. 

Hinc ergo y aequabitur functioni cuipiam ipsarum xetp, un- 
de differentiando fiet dy ^zPdoc-i-Qdp. Cum igitur sit dyz:pdx, 
habebitur haec aequatio differentialis (P — p^dx^Q^dpzizO^ quam 
integrari oporiet. Quoniam tantum dujls continet variabiles x et^, 
et differentialia simpliciter involvit^ ejus resolutlo per methodos su- 
pra expositas est tentanda. 

Primo ergo resoluiio succedet , si fuerit T zzp f ideoque 
d yzzipd X -^(2d p* Quod evcnit, si y per x et p ita determi^ 
netm*, ut sit yznpx-^Hj denotante 11 functionem quamcunque ip- 

sius p. Xum ergo errt Q ir; a:-f- g—, et cum solutio ab ista ae* 



4S4 8ECTI0 ra. 

qufttione Qd p — pcndcat , crit tcI 3 p II: , hlncque p ~ a , 
•eu y ziz ax -^ (ij ubi altera constantium ct et (3 per ipsam ae- 
qufttioncm propositam determinatur, dum posito pzzia fit |3 l^ 11; 
Tcl erit Q — , ideoque a: — — ~, et y m — ^^ H- O, «bi 

ergo utraque solutio est algebraicay ^i modo II fuerit iunctio alge* 
braica ipsius j9« 

. Secundo , acquatio (P — p)3a:-4-Q3przO, resolntlonem md- 
mittet, si altera Tariabilis x cum suo difierentiali dx unam dimen* 
•ionem non superet. ETeoit hoc si iuerit ymPx-4-n, dum P 
et II sunt functiones ipsius p tantum, tum ^nim erit P.IZ1P et 

Q m -^-T — \- g-T , hincque hacc liabeatur acquatio integranda 

(P— /7)d^-Ha:aP-4-dn=:0 :seu do; 4-||| = ~^' 

/.4? 



quae per «■' P-f multiplicata dat 

/• a» ^ /• ap 



rjMP 

/ p-v 

p-f 



Sire ponatur p— : — ^^ erit aequatio integralis 
unde fit 



^ R R -^ dP"" » ^ 

-, CP , jy P rdndR 



dp 

Tertio resolutio nullam habebit difficultatem^ si denotantibus 
X et V functiones quascunque ipsius o;, fuerit y zzil^-^y p. Tum 
enim erit 

dff—pdx—dyi-^Ydp -4-;>dV, 
tdeoque 

,av— 3xN dx 

•it i^n:-^, ut R sit etiam functio ipsius :r, erit 

V ^ r« rdX . CR R rdX - 






SECTIO III. 4»» 



dX 



fuae aequatio relationem inter x: et y exprimit.. 

Qtiarto aeqnatu) (F— -;>)d;r-pQ?;>=t) reioHitiofieiir admitlit 
wk fnerit homogenea. Cum ergo terminus pd^ duas contineat di- 
menaibnes,. Koc eyenit, si totidem dimensiones et in reliquis termi- 
nis insint. Unde perspicuum* est,. P et Q^ esse debere fanctiones 
homogeneas. unius dimensioniac ipsarum; jr et p. Quare si tf ita per 
X' et p diefihiaturv ut y aequetur fiinctioni homogeneae duarum di* 
menaibnum ipsarum x et py resolutio succedet. Quodsi enim Aierit 
dycirF3a:-+-Q9;P, aequatlo' solutionem contihens (P~/i)3a?-t— 
QdpzizOy erit homogenea^; fietque per se. integrabilia,: si diTidatur 
yer (P— p)ap-4rQj?^ 

Cor o ria riu nr r.. 

696. Piro casu quarto si ponatur y—ZzZy aequatio' propO"» 
»la debet esse* homogenea inter tres Tariabiles Xf z tt p. Undc 
al proponatur aequatio homogenea^ quaecunque inter x, z et p^ ia: 
qua hae temae litterae Xy z et p ubique eundem dimensiomim: nu^ 
snetumi constituant, problema^ semper resolutionem admittit. 

Corollarium 2. 

(r97-. Siinili' modo> couTcrsis T&riabitibus / si ponatur- afmt;v 
€!> jjzrz.^,, ut sit p~-i-; ae proponatur aequatio homogeneaquae^ 
ounque* inter y^ v et 7, problemai itid^m. resoWi. potest.. 

S^choliom 

698; Pro^ casu quarto,- ut aequatib (P — p^dx-^QdpznO 
filcU hDmogenea, conditiones* magis amplificari possunt. Ponatur cnimi 
xz^v^ et pzizq^, sitque facta substitutione haec aeqoatio 

ff (F— 9/) 1/**-' M-\-yQq'-' dqz=10^ 



Abfi SECTIO III. 

horaogenea inter v ti q ^ critque P functio liomogefica v dimensio- 
nura, et Q functio horaogenea jx diraensionura. Cum jam sit 

a f/ = P a o: -f- Q 3 ;? zi: |UL P i;^-' a i; H- K Q 7^-' a 7, 
erit y ^iniotio' Jboinogejiea jul + v dimensionum. Quare posito 
y — z^"^^ problema resolutionem admittit, «i inter x^ y ti /> cjui- 
modi reiatio proponatur, ut positio y iz: s^"*"^, xzizv^ ct piifl' 
habcatur aequatio horaogenea inter ternas quantitates z^vtt q^ itt 
ut diraensionum ab iis formatarum numerus ubique sit idern. jlc 
81 proposita fuerit hujusraodi aequatio horaogcnea inter z, t; et f, 
iolutio probleraatis ita expedietur. Cum sit d y zz:pd x^ erifc 

(|UL H- k) z^+>-' a z =: |x i^-' q^^dv; 
pojiatur ja;n z — r q ct v ~ s q^ et aequatio proposita tantvm daas 
littcras r et ^ continebit, cx qua alterara per alteram definire licet, 
tum autem per has substitutiones prodibit haec aequatio 

(/JL + K) r^^-^' q\^-^y-^ (rdq-hqdr) = 

cx qiia oritur 

d q |UL s^^^ 9 ^ — (|UL H- v) /•'H-v-x 3 ^ 

quae est acquatio diflerentialis separata, quoniam 5 per r datur. 
Quin eliam bini casus allati manifesto contincntur in formulis j/iis^"^^ 
X zn v^ et p zn q^ ; prior scilicet si jul=^ i et yzz:!, posterior 
vero si |ulizi2 ct yzzz — 1. Hos igitur casus perinde ac praecc- 
dentcs cxemplis iJlustrari conveniet, quorura priraus praecipue cst 
mcraorabilis, cura pcr differcntiationem aequationis propositae yzzpx 
-4-11 statim pracbeat acquationcm integralem quaesitam, ncque in- 
tegratione omnino sit opus, siquidem alterara solutionem ex dpzzQ 
natam cxcludainus. 

E X e m p 1 u m 1 . 

6 99. Proposita aequatione dij^erentiali 

ydx — xdy — ayQx^-^dy^) 
ejus infcgrale invenire. 
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Fosito l^ zzzT^^ttry — p xz^aY Ci -4-^7>p), quae aequatio 

differentiata , ob dy^zzpdxj dat — xdpzzi y l^^tp\ > quae cum 
sit divisibilis per dp praebet primo pz:z.a^ hincque yznaor-f- 
a}/(l +aa). Alter vfcro factor suppeditat x — yT^^y hincque 

unde fit a?a?-+-t/yn:aa, quae est etiam aequatio integralis, sed 

quia novam constantem non involvit, non pro completo integrali 

haberi potest. Integrale autem completum duas aequationes com- 
plectitur. Sciiicet « 

y zizax -^ ay/ (l + a d) et x x-^ y y m a a , 

quae in hac una comprehendi possunt 

[(y — oL^y — aa(l H-aa)](a?a?-+-yy~-aa) — 0. 



S c h o 1 i o n. 

700. Ifjsi hoc modo operatio instituatur, solutio hujus quae- 
stlonis fit satis difficilis. Si enim aequationem differentialem ydx'-^ 
a:dyzizay/(dx^-^dy^) quadrando ab irrationalitate libercmus, in- 

deque rationem ^ per radicis extractionem definiamus, fit 

(XX — aa)^y—xydxzzi±adxY(xx^yy—aa) 

quae aequatio per methodos cognitas difBculter tractatur. Multipli* 
cator quidem inveniri potest utrumque membrum per se integrabile 
reddens; prius enim membrum (xx — aa^dy — xydx divisum per 

y(xx — aa} fit integrabile, integrali existente — / . . ^^ -^^ : un- 

de in genere multiplicator id integrabile reddens est 

quae functio ita determinari debet, ut eodem multiplicatore quoquc 
alterum membrum.ada:]/(:ra?/-J-«/y — aa} fiat intcgrabile. Talis au- 
tem multiplicator eat: 

68 
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f_ y / 

quo fit 

Jam ad integrale prioris membri inve&tigandum ^ spectetizr Arntcon- 
stans^ erltque integrale 

denotante X functionem quampiam ipsius x^ ita comparatam^ ut 
sumta jam j/ constante fiat 

x3x -Ny^ -^xyd» 

|jt-+-y (xx-^yy-^aa)} V(^xX'+-yy — aa) ^ ""(xx— ao)y(xx-|-^7— a a) 

seu 

^xdx[;y^V(xx^yy-'aa)'i . ^jy — —xy^x 

(xx — aa)y(xx-+-»— aa) "^*^ "" (xx— aa) y («x-f-jf^ — aa!> ^ 

unde fit 

aX=:-^^ et Xzzzlrrr-^ c* 

^ XX — aa V(xx^aa} 

Quare integrale quaesitum est 

vnde fit 

J/ + l/(a?a: -f-yy — aa)—a(ar±d)^ hincque 
xx-^aaziiaa(x± d)^ — 2 a (orHi ^) y^ vel 
arH-a — aa(a7±;a) — 2ay 
quae autem tantum est altera binarum aequationum integralium, af- 
tera autem aequatio intcgralis x x-^y y.zz: a a jam quasi per di- 
▼isionem de calculo sublata est censenda» Caeterum eadem solutio 
aequationis 

(jaa—^ xx)dy'+-xi/dxz=z±:adxY(xx-j^yy — aa) 
facilius instituitur ponendo y dz tt }/ (aa— — ara:)^ unde fit 

(aa — xxyd uzii±:adxY(^ct — xxy(uu^ i) seu 

dit^ Hh a 9 X 

V (uu — i) aa^^xx ' 

cui quidem satisfit sumendo wm l^ iteque tamen hie casus iit ae* 
quatione mtegrali condnctur , uti supra iam ostendimus. £x quo su- 



X 



SECTIO !«• 45J 



splcari liceret alteram 3oll«tionem -x x ^ yyzzLau adeo esse ex- 
cludendam, quod tameii secaia se liabere deprebenditur; ai ipsam 

aequationem pnmanam y.^^,^^. zna perpendamus. Si enim o? 

et y sint coordinatae xeotan^ulae lineae <:urvae, formula yf^^Tl^^jw^ 
exprimit perpendiculum «ex origine t^oordinatanim in tangentem di* 
mlssum, <]uod ergo «oonstans ^sae tlebet«. Hoo «utem eyenire in 
circulo, orlgine in ceiitro t^onstituta:, tlum «equatio fit xXr^yyzzcM, 
per se est manifestum^ Atque binc realitas barum solutionum , quae 
minus <:ongruae Tideri poterant^ oonfinBiatarj •etianksi ^arum itfSn^ 
baud aatis, clare pwspicitnr* 

Exemplum 2« 

701. Proposita aequatlone dijfferentia]i 

ydx — xdy — ^ ^^ — -* 
ejus integrale invenire^ 

Posito B y zzip dx^ ^t y — /i a? zz: a (1 -f- p p), et differcn* 
tiando ^—xdpzizQapdpi unde concluditur ;vel dpz:Oj et pzio^ 
hincque y izia^ -f-^i^l -f-<t a), tcI xzi^2ap et yz:d(l^pp)^ 



— X 



sicque, ob pzn—y tiabebitur 4 ayziL Aaa ^xx^ quae aequa« 



aa 



tio ad geometriam translata illam conditionem omnino adimplet. 

£k itequatiorie muteAi proposita radicem ^xtrabendo reperitur 

2 ad y -h-xd X :zzd xy/^x x-^ 4 ay ^ 4 aa}^ 
quae posito ^zz:u(4aa — ' x x), abit in 

2adu(4aa — jpa?} — a:da?(4att — l) 

znd X y^(4 aa — o: a;) (4 a u — • l), 
haecque posito 4au^ t zHtt^ in 

tdt(^4aa^xx) — tt xd x zzitd x y^(4 a a — x a:), 

quae cum sit diyisibilis per t , concliiklere lioet < zz: , ideoque 

u zz: ^, atque hinc 4 a ^ zz: 4 a a — - ap x. 
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Exemplum 3. 
702. Proposita aequatione dij/erentiali 

ydx — xdy z=ia yQx^-{-dy^)p 
yus integrale assignare, 

Haec aequatio more consueto, si rationem ^^ inde extrahere 
*;. vellemua, vix tractari posset. Posito autem dyznpd^ fit y-poc 

=:a/(l -4-/1^), et diffcrcntiando xdp=z—^—^j tmde duplex 

conclusio deducitur, vel dp — ^ et p m a , sicque yzz:aa: 

3 

a|/(l -4-a^), vcl 



— app . , a 

X — ^^ tt y= f 

y(i + f>3)« V(H-1>3)« 

unde fit ^p 1= - ^ , et ob y^ (l -i-p^)^ zzia^ erit ;,5z=^-l , 
hincque Ky^^^r — _^;, seu a:^^^ (a /a - y /y)« = 0. 

Exemplum 4. 

703. Proposita aequatione differentiali 
ydx — n X ^ y zzza]/(d x^ -+• d y^) > 
(iJus intcgrale invenlre. 

Posito d y zzipd Xj habetur y — np x zzia\/ (^i 4-/y), im- 
de diflerentiando elicitur 

(1 ^n)pdx^ nar9/>zz:^-^/:^J-j^ sive 

(I _-n) p (1 - n) 1/ (1 4- f f ) ' 

n 

quae per p^-^^ multiplicata et integrata praebet 



^— i — nJ V(i 4 



^P 



/(i +ppy 

Hinc deducimus casus scquentes, integraiionem admittentes 
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si n =± I; p» ar == C r- I a(p^^ f) /(t -h/^P)» 

ac si nrz^^^, erit ij z;zp x -^ a -/li :^pp)-\-t£^ et 
C 



a: 



paX+l 



(2Xh-1)pV (2 X— !);>>• (2X— l)(2X^3);>'^ J'^ ^ ^^ 

Quodsi ergo ; sumatur X m: oo , ut sit n zn 1 , erit 

unde 81 constans C sit iziO, statim sequitur solutio superior o? a? -i- 
^ ^ zzi a a. At si constans C non evanescfit, minimum discrimen 
in quantitate p infinitam yarietatem ipsi x inducit. Quantumvis er- 
go X varietur," quantitas p ut constans spectari potest, unde posito 
p ziz OL , altera solutio y zholx -|- flt )/ ( 1 + a a) obtinetur. Hinc 
ergo dubium supra, circa exemplum 1. natum, non mediocriter il- 
iustratur. 

Exemplum 5. 

70 4. Proposita aequatione differenliali 

A a j/« z= (B x« + C y^) d o:" 

«3 
existente n = tt^ts » ^*'** inlegrale investigare. 

Posito ^^P erif A ;?" rz B a?* -|- C j/P. Ponamus jam ;?=y«P , 

a: rz: t^P" et y~z*", ut habeamus hanc .aequationem homogeneam 
^^«p«__ 3 j^o|3«_|_c30pa^ quae: positis 3 = /-^ et v=:sq\ abit 

in A zr: B *«P» + C r«P«., Cum ver^ -siL - ^ 

3y— anz*"*— 'ds— anr«"— ^^""-'(r^^-f-^^r) et 
/?aa7=(3nvP''-'<7«Pdy=:(3n*P*-*(/«^-<-t^''-i(^^9-f.,7aj), 

crit * 

«r«"-*(ra7-l-9ar)iz:(3*P"-*7*f-+^'^««'(*D7-j-yD4 
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Est vero per bjpothesin a|3-f-j3«— an~0, iinde oritur 

hincque 

dq __ a. r«»— * a r — (3 jP"-* a ^ 

~q PaP»— ar«" 

At cst 

1 
A — Cr«P«\« 



6n /A — Cr«P«\« ^. 

P " = [ \ , hmcque 



unde fit 



1— 

«„ «^ |3C „a„ ,^ /A — Cr«P»\~ 



a^ 




A — Cr^P''^^ 



■-. 



B 

Jacilius autem calculus hoc modo instltnetur^ 'sumto A izz 1 , 

crit 

p = |fr=:(Ba;«-hCyP)l 

slt 2/ zz or^ ii, fiet 

c^'^ u^jx ^ udx = x^^d 07 (B -+- C u^f", 

quae aequatio, cum sit —zz:^-^, abit in hanc 

i 

j3:raw+auaa;=:/35^.(B+CuP)\ 

undc fii 



X 



P(B + CiiP)'^— aw 



SECTIO III. 46$. 

sicque X per u determinatur , et quia uznx ? ^, habebitur ae.-^ 
quatio inter x et y. 

Scholion;. 

T06. Hoc igitur modo' operationem institui conveniet, quan- 
do inter binas yariabiles a: et y una cum differentialium ratione 

^zizpf eiusmodi relatio- proponitur, ex qua valor ipsius p- com* 

mode elici non potest. Tum^ ergo calculum ita tractari oportet, ut 

per differentiationem ponendo^ df/zzzpdx vel dxzi — ^ tandem per- 

veniatur ad aequationem differentialem» simplicem: inter duas tantum 
variabiles,. quem in finem etiam saepe idonei& substitutionibus uti 
necesse est. Atque- hucusque fere Geomctris in resoltttibne aequa* 
tionum: differentialium primi gradus etiamnum pertingere licuit, vix 
enim ulla via- integralia investigandi adhuc quidem adhibita: hic prae* 
termissa videtur. Num autem multo majorem calculi integralis pro* 
motionem. sperare* liceat ? vix equidem afHrmaverim , cum plurima 
cxtent inventa,, quae ante vireS' ingenii. humani. superare videbantur; 

Cum igitur- calcurum* integralem- in duos libroS' sim partitus , 
quorum prior circa: relationem buiarum tantum^ variabilium, poste- 
rior vero ternarum pliu-iumve versatur, atque jam libri primi par- 
tem priorem* in differentialibus primi ordinis constitutam hic pro vii- 
ribus exposuerim, ad ejus aiteram partem progredior, in qua bina- 
rum vari^ilium relatio ex. data differentialiunt secundi altiorisve or- 
dittis conditione' requiritur.. 
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(5- 2 2 7) 
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k\Af 
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a — ca 
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Cm-f-i)(ifi-|-3)(ifiH-5J^ 
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1 — Axx-^x 

Fzz: 

(§. 228) 



// 



a, a 

a'' — a' 



ff — W 



T, 3. 5. _^ 

(mH-i)(m-H3)(i?i+ 5) 



M; 



B^ 
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